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Teoria dos conjuntos

A ideia de conjunto é parte da existéncia humana, porém foi em meados do século XIX que essa ideia
ganhou tratamento formal e sistematico por meio dos estudos de Georg Cantor (1845 — 1918), matematico
russo criador da Teoria dos Conjuntos.

Considerada uma das mais importantes inovagdes matematicas dos ultimos séculos, seus conceitos
adquiriram forma na simbologia, criada por Cantor, foifundamental para a formulagdo dos conceitos
l6gicos, estrutura basica da Ldgica, usada constantemente pela computacao, responsavel pelos grandes
avancos tecnolégicos do século passado.

Fundamentos da teoria dos conjuntos

Podemos dizer que qualquer agrupamento pode ser denominado conjunto. Um conjunto fica
caracterizado quando definimos seus elementos. Simbolicamente, determinamos um conjunto por meio de
letras maiusculas, enquanto seus elementos s&o separados por virgulas e colocados entre chaves.

A=1{0, 2, 4, 6, 8, 10} definido como sendo o conjunto A formado pelos seis primeiros nimeros pares.
B= {a, e, i, 0, u} definido como sendo o conjunto B formado pelas cinco vogais do alfabeto.
A determinagao de um conjunto pode ser feita de duas maneiras distintas:

1.2) Designando seus elementos: os elementos de um conjunto sdo apresentados um a um entre chaves.
O exemplo anterior tras as vogais de nosso alfabeto. B = {a, e, i, 0, u}. Quando o conjunto é formado por
um numero muito grande de elementos, podemos listar apenas alguns deles dando a ideia do todo. Para
exemplificar, tomaremos os numeros pares positivos menores que 200:C = {0, 2, 4, 6, ...,188};

2.2) Designando uma propriedade de seus elementos: essa propriedade pertence a todos elementos do
conjunto e que somente eles possuem. Portanto, um conjunto dos elementos y possuidores de uma
propriedade P sera indicado por y tal que y possui a propriedade P. Usamos uma barra vertical para
substituir a expressao “tal que”. Assim, podemos dizer que: {yly possui a propriedade P}. Por exemplo:

A = {yly é impar positivo< 10} - A={1, 3,5, 7, 9}.

Diagramas

Um conjunto pode ser representado geometricamente por uma linha fechada denominada diagrama de
Venn, que nos permite visualizar os conjuntos envolvidos e determinarmos suas relagdes.

B
A={1,23, 4,5} ;s
B=1{4,5,6,7} e E

U={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

= U

Verificamos, por exemplo,algumas das relagdes de pertinéncia e ndo-pertinéncia existentes: 6 ¢ A, 2 € A, 7
€EB,3¢B,1€U,9€U.

Conjunto universo

Ao resolvermos um problema em Matematica que envolve conjuntos, devemos admitir a existéncia de um
conjunto universo (U). Exemplo:

y—-4=9-5y=9+4 - y=13. Considerando U=Z ={..—-3,-2,-1,0,1, ..., 13,...}, sendo S = {13}.

Conjunto unitario
E todo conjunto formado por um nico elemento. Exemplo:
SendoA ={y | y é planeta do sistema Solar que comega com vogal}.
Entao A = {Urano}
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Conjunto Vazio

E todo conjunto em que ndo ha elementos. Sua representagdo é @ ou {}. Lembramos também que o
conjunto vazio esta contido em qualquer conjunto. Exemplo:

Sendo B = {x | x € numero par compreendido entre 6 e 8}.
Entdo B= o

Subconjunto

Definimos que um conjunto A é um subconjunto de um conjuntoB, se todo elemento de A é também
elemento deB. Podemos entdo indicar da seguinte forma:

AcB=3x|x€eAexeB

Dizemos entdo que o conjunto A “esta contido” ou “incluido” emB e indicamos por AcB.Da mesma
forma, podemos dizer que o conjuntoB“contém” o conjuntoA,ou seja:B > A.

O conjunto cujos elementos sédo todos os subconjuntos ou partes de um conjunto C é denominado de
conjunto das partes deC e é representado por P(C), sendo formado por qualquer conjuntoY, desde que
YcC.

Exemplificando, os subconjuntos do conjunto B = {1, 2, 3} sdo: g, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3} e {1, 2, 3}, entéo
0 conjunto das partes de B sera:
P(B) ={e, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3} e {1, 2, 3}}

Igualdade de conjuntos

Dois conjuntos D e F sao iguais se, e somente se, todo elemento que pertence a um deles também
pertence ao outro. Representamos por D= F.

Exemplos: {x | x é naturaley + 2 =5} ={3}; {a, e, i, 0, u} = {i, e, 0, u, a}
Operagbes com conjuntos 3
Dados os conjuntos:
A={a, b, c,d}
B={b, c, d, e, f}

Uni&o: é o conjunto formado por todos os elementos de Ae B, comuns e ndo comuns. Representamos por:
A U B. No exemplo temos: AU B={a, b, ¢, d, e, f}.

Intersecgéo: sera o conjunto intersecgao de A e B o conjunto formado pelos elementos comuns a A e B.
Representamos por: A N B.Noexemplo temos:A N B= {b, c, d}.

Diferenga entre conjuntos: sera o conjunto diferenga entre dois conjuntos A e B o conjunto formado pelos
elementos de A que nao pertencem a B. Representamos porA — B. No exemplo temos: A — B= {a}.

Conjunto complementar: quando tivermos dois conjuntosA e B, onde BcA, denominamos conjunto
complementar de B em relagéo a A, a diferenga A — B. Representamos por C,B. No exemplo temos:
CsB=A — B= {a}.
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Exercicios:
1. Dados os conjuntos A={0, 1, 2, 3,4, 5}, B={0, 2,4} e C = {1, 3, 5}, determinar os seguintes conjuntos:
a)AUB byAUC c)BUC dANB e)ANC fyBNC

2. Dados os conjuntos A={-2,-1,0,1,2},B={0,1,2} e C={0, — 1, — 2}, obter os conjuntos:
a) CAB b) CAC C) CgA d) CcA

3. Dados os conjuntos A = {membrana celular, citoplasma, nucleo}, B = {membrana celular, citoplasma} e
C ={ndcleo}, escreva os conjuntos:

a) CnB b) CaC c) CgA d) CcA

4. (UFAL) Se A e B sé&o dois conjuntos nao vazios tais que:
AUB={1,2,34,56,7,8,A-B={1,3,6,7}eB-A={4, 8}

Entdo, A N B é o conjunto:

A) o B) {1, 4} C) {2, 5} D) {6, 7, 8} E){1,3,4,6,7, 8}

Respostas:

1)a){0,1,2,3,4,5},b){0,1,2,3,4,5},¢){0,1, 2, 3,4,5},d) {0, 2,4}, e) {1, 3,5}, f) o
2)a){-2,2},b){-2,-1},¢c)e,d){-2}

3) a) {nucleo}, b) {membrana celular, citoplasma}, c) @ d) @

4) Letra C

Numero de elementos nas operagées com conjuntos
Dados os conjuntos A e B ndo-vazios e suas operagbes AU Be AN B, teremos:
n(A): numero de elementos do conjunto A;
n(B): numero de elementos do conjunto B;
n(AUB): numero de elementos do conjunto AU Be
n(A N B): numero de elementos do conjunto AN B.
Assim, devemos considerar a seguinte relagao:

n(A U B) = n[(A) + n(B) — n(A NB)]

Exemplo: Em uma prova de vestibular cairam apenas duas questdes e sabe-se que:
100 vestibulandos acertaram as duas questoes,

170 vestibulandos acertaram a 12 questao,

100 vestibulandos acertaram apenas uma das questoes,

95 vestibulandos erraram as duas questdes.

Qual o numero de vestibulandos que prestaram a prova de vestibular?

170 - 100 =70

100 - 70 = 30

70 acertaram so a 30 acertaram s6 a
primeira. segunda.

95 errram as duas
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100 vestibulandos acertaram as duas questoes,

70 vestibulandos acertaram a 12 questao,

30 vestibulandos acertaram a 22 questao,

95 vestibulandos erraram as duas questoes.

Total de vestibulandos:295 vestibulandos prestaram a prova.

Exercicio:

1. Em uma escola ha n alunos. Sabe-se que 56 alunos leem o jornal A, 21 leem os jornais A e B, 106 leem
apenas um dos dois jornais e 66 néo leem o jornal B. Calcule o valor de n. (use o diagrama de Venn).

Conjuntos numéricos

A organizagéo dos conjuntos numéricos € resultado da evolugéo cientifica que, estando em constante
desenvolvimento, sofre inovacgdes resultantes das necessidades de adaptagdo do homem ao seu mundo.

A organizagdo dos numeros no passar da historia obedece a seguinte ordem:

Conjunto dos numeros naturais(l{): sdo aqueles niumeros que surgiram gradativa e naturalmente pela
necessidade de contagem das civilizagbes. O numero zero nasceu para representar a ideia de “nao-
existéncia”, passando a ser aceito como numero natural.

Sao, portanto, dez os algarismos que combinados representam as necessidades da numeragéao escrita
€ a solugao para os problemas de operacées matematicas. Sua representacao fundamental € 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6,7, 8, 9 deles decorrendo todos os demais nimeros naturais.

nM={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,.}
H*={1,2,3,4,5,6,7, 8, 9}, onde o sinal * significa que o zero foi excluido do conjunto.

Conjunto dos numeros inteiros(Z): sabemos que para cada numero positivo existe um correspondente
negativo, portanto numeros inteiros sdo todos os numeros positivos, seus opostos e o zero. Observamos
melhor por meio da reta dos nimeros.

Suarepresentacdo é Z ={...,-2,-1,0, 1, 2, ...}, mas podemos ter também:
7, ={1,2,3,..} ' ={.,-3,-2,-1} £,={0,1,2, ..}
Z_={.,—-2,-1,0}

Observacao: O médulo ou valor absoluto de um numero inteiro € a distancia deste até o zero. Indicamos o
modulo de um numero por ||. Na reta anterior, 0 numero — 2 esta distante duas unidades de medida do
zero e o numero + 3 esta distante trés unidades de medida do zero, assim a distancia entre ambos é dada
por: |-2]=2e |+ 3] =3, logo 2 + 3 = 5 unidades de medida.

Conjunto dos numeros racionais (): é racional todo o nimero que pode ser colocado na forma de
fragcao E, em que p e q devem ser numeros inteiros e q #=de 0.
Sua representacéo é .

Podemos exemplificar por {..., — 2, — 1,— % 0, 1, 2, g 3, %,...}, também os numeros decimais cujos

denominadores sao multiplos de 10 e as dizimas periddicas, que podem ser escritas na forma de fragao,
chamada de fragcao geratriz.

Também sao representacdes dos racionais:
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* 5 7 * 1 _ 5 _ 9 3
Q. ={1,2, > 3,55, Ly QD =4, -2, - 1,—5} @, ={0,1, 2, by Ly Q_= {...,——5, -5-1-3
Conjunto dos numeros irracionais (I): é irracional todo o numero que nédo pode ser escrito na forma de
fragcao 2, emquepeq€Zeq=0.Observeque @NI=g.

Representamos por 1.

Exemplos de nimeros irracionais:{..., — vV3,— V2, ‘/2—7\/5\@ g V7,2,761, 3,14...}
Conjunto dos numeros reais (R): € formado pela reunido de todos os conjuntos apresentados
anteriormente. Sua representacao € K.

Exemplos: {..., - 10, -3,-v2,-1,-,0, 1,5, 2, V15,..}

Por meio do diagrama de Venn, representamos os conjuntos como:

Intervalos reais
Sao considerados subconjuntos dos numeros reais, indicados por desigualdades, chamados intervalos
numeéricos. Se considerarmos dois numeros reais a e b, podemos ter:

Intervalo aberto de extremos ae b

la, b[ = {x € K| a<x <b}, geometricamente representamos: a B

Intervalo fechado de extremos ae b
[a, b] = {x € K| a < x< b}, geometricamente representamos: a b

Intervalo fechado a esquerda (ou aberto a direita)
[a, b] = {x € K| a < x<b}, geometricamente representamos: = B

Intervalo fechado a direita (ou aberto a esquerda)
la, b] = {x € R| a<x < b}, geometricamente representamos: =) B

Intervalos com unido e interseccéo
Aplicando as definigbes de unidao e intersec¢do de conjuntos, podemos representar graficamente os
intervalos, projetando-os sobre um mesmo eixo. Vejamos os exemplos a seguir:

1)[1,3]U[2, 5]

2)[1,31N[2, 5]

Y

)

3)]-1, 4] U3, 7]

4)[1,3]N]-a, 6]

>

3
y
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Sistema cartesiano ortogonal

Duas retas que se cruzam formando um angulo de 90° sdo chamadas de retas perpendiculares. O
sistema cartesiano ortogonal € o resultado da perpendicularidade dessas duas retas. As duas retas séo
chamadas de eixos:
Eixo das abscissas — reta x
Eixo das ordenadas —reta 'y

O ponto de encontro das duas retas x e y denominamos ponto de origem (0; 0). Os valores de x e y
valem O (zero). Sua representacao é:

Sendo que cada uma das quatro partes sdo denominadas de quadrantes.

¥
B
2° quadrante | 1° quadrante

1

3% quadrante ' 40 quadrante

Par ordenado

Denominamos par ordenado os numeros reais a eb, dispostos nas retas perpendiculares do sistema
ortogonal, obedecendo a seguinte ordem: a sobre o0 eixo x (abscissa) e b sobre o eixo y (ordenada).
Propriedade: dois pares ordenados s&o iguais se, e somente se, x=ae y=b.
(xy)=(a;b)ox=aey=b

Exemplos:

1) Calcule x e y de modo que os pares ordenados sejam iguais: (X; y) = (— 4; 6)
Assim,x=—-4ey=6

2) Calcule x e y de modo que os pares ordenados sejam iguais: (x + 3; y) = (6; 2y —8)
Assim,x+3=6—->x=6-3—->x=3ey=2y-8—->y-2y=—8—>-y=-8->5y=8

Produto de dois conjuntos (A xB)

O produto de dois conjuntos n&o-vazios € denominado produto cartesiano de Apor B, indicado por A x
B, formado por todos os pares ordenados, nos quais o primeiro elemento pertence ao conjunto A € 0
segundo elemento pertence ao conjunto B. Temos:
AxB={(x;y)Ixe Aey€eB}

Exemplos:

1) Dados os conjuntos A=gouB =g, entdo AxB=09

2) Dados os conjuntos A = {0, 2, 3, 5, 6} e B = {2, 5}, determine A x B, B x A e B?
A xB={(0;2), (0; 5), (2; 2), (2; 5), (3; 2), (3; 5), (5; 2), (5 5), (6; 2), (6; 5)}
BxA={(2;0),(22) (23),(25), (2 6), (5, 0), (5 2), (5 3), (5 5), (5 6)}

Matematica — Ensino Médio 7




BZ=BxB={(2; 2), (2; 5), (5; 2), (5; 5)}

Observe que o produto do numero de termos dos conjuntos dados corresponde ao numero de pares
ordenados encontrados em cada produto:
AxB=5x2=10;BxA=2x5=10eBxB=2x2=4
B

Diagrama de flechas

Diagrama cartesiano (todos os pares)

L

Relagao binaria

Considerando dois conjuntos A e B, nao-vazios, determinamos relagéo binaria de A em B, qualquer
subconjunto do produto cartesiano A x B. Entdo RcA x B.
Exemplo: Dados os conjuntos A = {3, 5, 6, 9} e B = {1, 3, 4, 6}, determine as seguintes relacdes de A em B:
AXB ={(3; 1), (3; 3); (3 4), (3, 6), (5, 1), (5: 3), (5 4), (5; 6), (6; 1), (6; 3), (6: 4), (6: 6), (9; 1), (9: 3), (9 4),
(9; 6))

a) R ={(x;y) EAx Bl x—y =3} — R, ={(6; 3), (9; 6)}
b) R = {(x; y) €A x Bl y é mdltiplo de x} — R, = {(3; 3), (3; 6), (6; 6)}
c) R3 = {(x; y) €A x Bl x € numero primo} — Rz ={(3; 1), (3; 3), (3; 4), (3; 6), (5; 1), (5; 3), (5; 4), (5; 6)}

Dominio e imagem de uma relagao binaria

Dominio de uma relagao binaria (R) € o conjunto de todos os primeiros elementos dos pares ordenados
(x; ¥) que pertencem a R.

Imagem de uma relagéo binaria (R) € o conjunto de todos os segundos elementos dos pares ordenados
(x; ¥) que pertencem a R.
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Exemplo:
Dados os conjuntos A ={1, 2, 3}, B= {O 2,4,6, 8}earelagaoR {(x; y)EAXxBly=2x}
D(R)={1, 2, 3}
Im(R) = {2, 4, 6}
D(R)=A
Im(R) cB

Funcgao do 2° grau

Chamamos de fungédo do 2° grau ou fungido quadratica a funcdo de dominio B e contradominio R,
expressa por f(x) = ax? + bx + ¢, na qual a, b e ¢ sdo nimeros pertencentes aos reais e a+ 0.

Exemplo:
f(x)=x*+5x—-3,ondea=1,b=5ec=-3
f(x) =—3x*+8x+2,ondea=-3,b=8ec=2

Modulo de um numero real

No nosso dia a dia ndo estamos acostumados a utilizar numeros negativos, e sim palavras que os
simbolizam. Quando tratamos de saldo de uma conta bancaria dizemos que o saldo esta devedor, da
temperatura num dia muito frio, que esta negativa ou abaixo de zero, etc.

Assim, o médulo ou valor absoluto de um numero real é consequéncia do desenvolvimento tedrico dos
numeros inteiros. Percebemos na reta dos numeros inteiros a correspondéncia simétrica entre um numero
positivo e um numero negativo, pois geometricamente, por exemplo, a distdncia do niumero até a origem.

Exemplos:
1)|—2+6I=I4I=4
2)|-5-1=1-6/=6

3) I-3|-151=3-5=-2

4) |- 1/ +51—16]=1+5-6=0
5 —-1-8/=-8
6)I-1-3l=1-4]=

Equacoes modulares

Para a resolugédo de equagdes modulares devemos seguir as seguintes propriedades:
1)sea>0Ix|=a<— x=aoux=-a
2)selal=|bl<>a=boua=-b

Exemplos:
1) Resolva a equagao [x — 3| = 1
x-3=1->x=1+3—->x=40ux-3=-1->x=-1+3->x=2 Solucao: {2, 4}

2) Resolva a equagéo [x— 4| = |2x - 3|
X—4=2x-30ux—4=—-(2x-3)
X—-2x=-3+4—>-x=1->x=-1o0u
X—4=-2Xx+3 >x+2x=3+4 > 3x=7 > Xx=

w I

Soluggo: {1, 2}
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Equagoes exponenciais
Toda equagao em que o expoente for uma incognita sera denominada de equagao exponencial.

Exemplos:
1)4*=64 = 4 =4°=>x=3

2)5 " °=25=5"°"=5=x-5=2=x=2+5=x=7

3) 3= 27— 3 = Y= 3= 3= x =

alw

4) 2% 1= 32%= 2% 1= (2°*= 3x-1=10x = 3x - 10x =1 = - 7x =1 =>x=-§

5) (3 1=729 =(3)* '=F=x(x-1)=6=x*-x-6=0=x=3ex =-2

6) 2% + 2° 2*— 8 = 0 (Para este tipo de equagdo é necessario fazer antes uma transformagao).
(2 + 22— 8 =0, fazendo 2" = y (equacdo auxiliar), teremos:

yY+2'y-8=0(a=1;b=2ec=-8)=A=b’-4ac=>A=2-4"1"(-8)=A=36

—bi\/Z _Zi\/ﬁ _2i6 L] 4 il ” -8 1]
ST VT YT =>y=5=>y=2;y=7=>y =—4

Voltando aos valores da equagao auxiliar 2* = y, obteremos os valores de x, respostas de nossa primeira
equacao:

2=2=2"=2'=x=1e

2" = — 4= nao existe valor para x, pois poténcia de base positiva € sempre positiva. Solugéo {1}.

Sequéncia ou sucessao

Podemos observar situagdes cotidianas como o calendario dividido em meses, semanas e dias, as quatro
fases da Lua apresentadas sempre na mesma ordem, as cores do arco-iris etc.

Observagbes como essas nos permitem dizer que sequéncia ou sucessao € o conjunto formado por
elementos considerados numa certa ordem. Essa ordem sera representada considerando a posi¢cao que
cada elemento ocupa dentro da sequéncia da seguinte forma:

as(primeiro termo), a, (segundo termo), az (terceiro termo), ...., a, (enésimo termo), na qual o enésimo
termo (n) pertence ao conjunto dos naturais excluido o zero (F*).

Quando observamos a sequéncia dos numeros naturais pares (0, 2, 4, 6, ...), podemos fazé-la da
seguinte maneira: a, = 2n — 2.

a;=21-2=a,=0;
p=22-2=a,=2
a;=2"'3-2= a3;=4;
au=24-2= a,=6;
e assim por diante.

Para os numeros naturais impares (1, 3, 5, 7, ...), podemos fazé-la da seguinte forma: a, = 2n — 1.
a=21-1=a=1;

ap=22-1=a,=3;

a;=2'3-1=a3=5;

au=24-1=a,=17;

e assim por diante.
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Exemplos:

1) Determine os trés primeiros termos da sequéncia cujo termo geral é a, =n’ + 2.
a=1’+2=a,=1+2=2a,=3

a=2+2=2a3,=8+2=a,=10

a=3+2=a;=27+2=2a,=29

2) Obter o décimo quarto termo da sequéncia em que a, = 2'°""

_ _ 1
a14=21° 14=> a14=2 4ﬁ a14=E

3) Determine a lei de formagao da sequéncia (4, 8, 12, 16, 20, ...)
ap,=4n,pois:a;=4(4-1=4);a,=8(4-2=8);a3=12(4-3=12); ...
Dessa maneira o termo geral de uma sequéncia é representado por (ap).

Progressao aritmética

Sera uma progressao aritmética toda a sequéncia que cada termo a partir do segundo for igual a soma
do seu antecessor com uma constante.

Portanto:a, —a;=as—a=as—az=..=a,—a,_q = r(razao)
As progressoes aritméticas podem ser crescentes (r > 0), constantes (r = 0) e decrescentes (r < 0).

Férmula dos termos geral de uma P.A.: a, = a; + (n — 1) "r, onde: a, = termo geral, a; = primeiro termo,
n = numero de termos e r = razao.

Exemplos:
1) Sabe-se que o 5° termo de uma P.A. é 18 e que a sua razao é r = 7, calcule o valor do 1° termo.
a;="?
=7
a5 =18
n=>5
an=ar+(n—=-1)r
18=a;+(5-1)7

18=a;+4"7

18=2a;+28

18 -28 = aiq

a; = — 10

2) Determine o valor de x, sabendo que (x4, x + 5, 3x + 4) é P.A.
a; = x2

A =X+ 5

ds = 3x+4

r=a,—a;=as—a
(x+5)—x*=(3x+4)—(x+5)

X+5-x*=3x+4-x-5

-X*+x+5-2x+1=0

-xX*—x+6=0

(@a=-1,b=-1ec=6)

A=b?—d4ac =A=(—1P-4"(—1)6=A =1+24 =A=25

-b+VA —(-1) ++25 15 y_ 6 ) =
X = = x =D =SX=—=X=—=X=-3; X'=—=x"=2
2a 2. (-1) -2 -2
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3) Calcule a razao r, sabendo que a5 =82 e a; = 12.

a1=12
n=15
a15=82
r="7

a,=ay+(n-=1)r
82=12+(15-1)"r
82-12=14r

70
—=r=5
14

4) Calcule quantos multiplos de 5 existem entre 50 e 800.

a1=50
a, =800
r=>5
n="2

an=a;+(n=-1)"r
800=50+(n—-1)"5
800-50=(n-1)5
750

T=n—1

150 +1=n=151

5) Determine uma P.A., sabendo que a soma do 2° e do 10° termos é 24 e a diferenca do 8° com o 5°
termos é 6.

a+ap= 24

dg — ds = 6

aj+tr+a; +9r=24

a;+7r—(a; +4r)=6

2a, +10r=24
ait+7r—a;—4r=6
2a;+10r=24
Ir=6=r=2
2a;,+10°2=24
2a;,+20=24

2a;, =24 -20
281=4

ay =%=> a; =2
PA={2, 4,6, 8, 10,12, 14, 16, 18, 20}

Interpolar aritmeticamente
Significa inserir termos entre termos ja existentes, construindo assim uma P.A., conhecendo sua razao.
Exemplo: Quantos numeros devem ser interpolados entre 8 e — 48 de modo que a razdo seja igual a — 4?7
ai = 8
a, =—48
r=-4
n="?
a,=ar+(n-1)r
—-48=8+(n-1) (-4)
—-48-8=(n—-1)(-4) 14 + 1 = n = 15 elementosmenos os extremos = 13 elementos.
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—=n-1 Soma dos termos de uma P.A.

Numa progresséao aritmética finita, a soma de dois termos equidistantes dos extremos € igual a soma
dos extremos.
ajt+ap). n
sn=( 1 211)

Exemplo:
1) Calcule a soma dos doze primeiros termosda P.A. (-3,-1,1, 3, ...)
a; = — 3

an=a;+(n—=-1)r
a,=-3+(12-1)2

ap,=—-3+11"2
a,=19

Sn = (aztap). n
2
(-3+19). 12
Snz—
2
_16.12

Sn -
2
S, = %:sn =06

Exemplos:
1) Determine a soma dos dezoito primeiros termos da P.A. (1,4, 7, ...).
a;=1

apg="?

n=18

r=3
a,=ar+(n-1)r
a,=1+(18-1)3

a,=1+17"3
a, =1+51
a,= 52

ai;+a . n
Sn=( 1+ an)
2

_(1+52). 18
2
_53.18

Sp=
2

Sh

S, = "’Zﬂ: S, = 477
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2) Qual é a soma dos multiplos de 7 compreendidos entre 20 e 1.0007?
a;=21;r=7; a, =99 (para encontrar: 1 000: 7=142,85... =143 7=1001-7=994)en="7?
a,=ar+(n-1)r

994 =21+ (n—-1)"7
994 —21=(n—-1)"7
973

T=n—1
139+1=n=140
Sn=(a1+32n)-n

_ (214+994). 140

Sh

2
S,=1.015"70
S, =71.050

Progressao geométrica

Definimos progressdes geométricas como sendo as sequéncias de numeros reais, em que o quociente
entre cada termo e o termo anterior, a partir do segundo termo, € uma constante q chamada razao da
progressao geomeétrica.

Assim, para que a sequéncia (as, a, as, ..., a,) Seja uma P.G. :—2 =% ., 2n=q

1 az an-1

As progressdes geométricas podem ser:

- crescentes, quando:a;>0eqg>1ea;<0el<qg<1;

- constantes, quando todos os termos forem iguais;

- oscilantes, quando cada termo tem sinal contrario ao do seu anterior; e
- decrescentes, quando:a;>0el0<qg<1ea<0eq>1.

Exemplos:
1) Verificar se as sequéncias a seguir sdo progressoes geométricas:
a) (2, 6,18, 54, 162)

6 _ 18 _ 54 _ 162 _

2 6 18 52 473

11 1
b)(1!§’§’5)
111 .
%:%:%:q:5

3 9

¢)(27,-9,3,-1,3)
-3 _-1_,4=_1
27 —e 3 94773

Férmula do termo geral de uma progressao geométrica

~ . ~ a a a .
Sendo uma P.G. a sequéncia: (a4, ay, as, ..., a,) € sua razéo (q) = a—z = a—3 ..., ——, podemos dizer que:
1 2 n—1

a=arq

—_— - N2
az =a;

—_ - N3
as=as q
a=arqt!
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Conhecendo o primeiro termo (a4) e a razdo (q) de uma P.G., pela férmula do termo geral podemos
calcular qualquer um dos termos da P.G.
Exemplo:

1) Calcule o sétimo termo de uma P.G. sabendo que G 1, % )

a =23
1732
n=7

_2
973
a7=?

— .ANn—1
an = aq

_3 64 , . o
ar=.— (simplificando)
32

a = —_
77 243

2) Calcule o primeiro termo de uma P.G., cujo décimo termo é 243 e a razao, 3.

a, = a1.qn—1

- 35 1 1
243=a;3"" =8 =Fa=ms=ma == a =

Interpolagdo geométrica
Interpolar significa inserir, colocar entre dois termos ja pertencentes a P.G.

Exemplo:

1) (ACAFE-SC) Interpolando cinco meios geométricos entre 2 e 1.458, obtém-se como termo médio o
namero:

A) 162

B) 18

C) 54

D) 1.230

E) 486

a; =2a,=1.458

n=7q="7

a, = a1.qn—1

1.458=2"q" "'

1.458 = 2'¢°

%58 = q°=q =V729=q = V36=q =3
2, 6,18,54,162, 486, 1.458
Resposta: letra C
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Exercicios:

1) Calcule a razao de uma P.G. de seis termos, cujos termos extremos sédo 3 e 96.

2) (CESGRANRIO)SE X € Y s&0 positivos e se X, Xy, 3x estdo, nesta ordem, em P.G., entdo, o valor de y é:
A) V2 B) 2 C)V3 D)3 E)9

3) Interpolar quatro meios geométricos entre 1—18 e 432.

4) Calcule o produto xy na P.G. (5, x, 45, y, 405)

5) (ACAFE-SC) A soma dos oito primeiros termos da P.G. (16, 8, 4, ...)
255 255 255 255 255

A) = B) -2 C)= D) < E) -2
6) (F.M. SANTOS-SP) Em uma P.G., ag = 324 e q = 2. Determine a soma dos nove primeiros termos.
A) 2 000 B) 1 533 C)1615 D)1 213 E) 1159
7) (ITA-SP) Dada a P.G. (1, % %, % ) a soma dos seus infinitos termos é:
Az B) 2 C)1+ D)> E)3
1a=2]2)B|3)- 221272432 |42025/5C 6E |7)B

Trigonometria

Podemos destacar a importancia do estudo da trigonometria, que tem origem grega e é formada portri =
trés, gonos = angulos emetria = medida, ou seja, € a medida de trés angulos. Seu desenvolvimento esteve
relacionado ao da Astronomia cuja necessidade de estudar os astros, as fases da lua, os eclipses, a
distancia entre planetas permitiram grande auxilio na definicdo de rotas das navegagdes e, como

consequéncia, a expansao territorial.

Triangulo retangulo e seus elementos

Definimos triangulo retangulo como sendo aquele que possui um angulo interno reto (90°). Formado por
trés lados, sendo o lado oposto ao angulo reto denominado hipotenusa e os lados que formam o angulo

reto denominados catetos.
Na figura a seguir, podemos identificar os elementos que formam um tridngulo retangulo.

a = hipotenusa,

b = cateto maior,

¢ = cateto menor,

h = altura,

m = projecao do cateto ¢ sobre a hipotenusa,

n = projecdo do cateto b sobre a hipotenusa.

Relagbes métricas no triangulo retangulo

Por meio da semelhanga entre ossfridngulos retangulos ABC, ABH e AHC, retomaremos as principais
relacdes métricas. > A
C, i h
h [
B ™ H 2

18) c*=m-aeb’=n-a

A medida de cada cateto € média proporcional entre a medida de sua projecao sobre a hipotenusa e a

medida da hipotenusa.
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2% b'c=a'h

O produto das medidas dos catetos é igual ao produto da medida altura e da hipotenusa.
323)h*=m-n

A altura relativa a hipotenusa é media proporcional entre as projecdes dos catetos sobre a hipotenusa.

4.2)a*=b*+c?
Teorema de Pitagoras: o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos
catetos.

5.2) Os angulos B e C sdo complementares, pois somando a medida (ABC) com a medida (ACB) resulta
90°.

med (ABC) + med (ACC) = 90°.
Exemplos:

1) Na figura, calculea, h,men.
a’=b’+c?

a’=12? + 5°
a’=144 + 25
a=+169
a=13m
b'c=ah
12-5=13"h

@=h54,6m
13

c?=m-a
52=m-13
%=m51,9m
b’=n-a
12°=n"13
Ben=111m

13

2) Num triangulo retangulo, os lados tém medidas x — 1, x e x + 1. Determine essas medidas.

(x+1P%=(x-17+x A
XC+2x+1=x>—2x+1+x°
=2 +2x+2x+1-1=0 x-1 %

-x*+4x=0(a=-1eb=4)

Equacéao do 2° grau incompleta.

X' (—x+4)=0
x=0e
—-Xx==-4

x=4
x—-1=4-1=3
x+1=4+1=5
X=
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Razoes trigonomeétricas no tridngulo retangulo
Num tridangulo retangulo, o angulo reto (90°) é aquele formado pelos dois lados denominados catetos e
a hipotenusa é o lado oposto a este angulo de 90°. Sabendo identificar os lados sera possivel definir as
trés razdes trigonométricas: seno, cosseno e tangente.
cateto oposto
seno e
a hipotenusa hipotenusa

cateto adjacente
hipotenusa

ex.. sen X

1
w|o

w|n

ex.: Cos X

coss5eno

cateto

X tangente = Cateio G_pGStG ex.: tan x=
cateto adjacente

l=

C
cateto
Os angulos notaveis sdo 30°, 45° e 60°. Apresentamos a seguir uma tabela com os valores do seno,
cosseno e tangente desses angulos que possibilitaram a resolugcao dos exercicios envolvendo razdes
trigonométricas.

30° 45° a0°
sen . vZ s
2 2 Z
COSs ‘\.-"E ‘V'I_-E E
2 2 2
=
tan “’33 1 V3

Exemplos:

1) Um garoto esta empinando uma pipa, e o fio forma com a horizontal um angulo de 30°. Calcule a que
altura do solo se achara a pipa quando estiver na vertical que passa por uma arvore situada a 300 m do

B~ 057

garoto. Sabe-se que tan 30° = 3

tan 30° =%=> 0,57°300=h=h=171m

¥ p

300 m
2) Uma escada acha-se apoiada em uma parede e sua base 'CLta-S—m dessa parede. O angulo que a
escada forma com o plano horizontal é de 60°. Calcule o comprimento da escada ye a distancia x do chao

até a extremidade superior. Use cos 60° = % e sen 60° = ‘/;

cos 60° = =>% §=>y=10m x

< |luo

3
sen 60° = —=
10

SE

\/? 60%,
2

=1—X0=>\/§'10=2'X=> .10=x =x =5 +/3m =

3) (Vunesp-SP) A figura representa o perfil de uma escada cujos degraus tém todos a mesma extensao e a
mesma altura. Se AB = 2 m e BCA mede 30°, entdo a medida da extens&o de cada degrau é:

A

o= 33 Resposta: letra E.
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Exercicios:
1) Uma escada faz um angulo de 30° com a parede vertical de um prédio, ao tocar o topo distante 6 m do
solo. Determine o comprimento da escada.

2) Uma pessoa de 1,64 m de altura observa o
topo de uma arvore sob o angulo de 30° com a
horizontal. Conhecendo a distancia de 6,0 m do
observador até a arvore, calcular a altura da
arvore. Considere tg = 30° = 0,58.

A figura ao lado mostra um painel de 3 m de
largura equipado com um ajustador hidraulico. A
medida que o sol se eleva, o painel é ajustado
automaticamente de modo que os raios de sol
incidam perpendicularmente nele.

ajustador
hidraulico,

P x <

Considere esse enunciado para responder as trés questdes seguintes:

3) Determine o valor de y (em metros) em fungéo de 6:
A)y =3 send

B)y=3senf +3

C)y=3tgh

D)y =3 cosé

E) impossivel de ser determinado.

4) Para 6 = 60°, o valor de y (em metros) é:
343
A=
3
B) >
342
€)=

D)3

E)6

5) Para 6 = 60°, o valor de x (em metros) é:
32

A) —
52

B)g

C) 5

D)6

E)3

1)4+3 |2)h=512m | 3)A 4)A 5)C

Circunferéncia trigonométrica

O valor de uma razao trigonométrica esta associado ao valor de um arco, e a relagéo existente entre a
razéo trigonométrica e o arco € chamada de fungéo trigonométrica.
Quanto a orientagéo
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Denominamos circunferéncia orientada qualquer circunferéncia na qual se adota um sentido de
percurso para os arcos, a partir de um ponto de referéncia chamado origem dos arcos.

Quanto ao ciclo trigonométrico
O ciclo trigonométrico € a circunferéncia
orientadade raio wunitdrio (R = 1)na
qual,fazendo o centroO da circunferéncia 2 quadrante | 1°quadrante
coincidir com a origem dosistemacartesiano i
ortogonal, teremos quatroregides chamadas i i
quadrantes. 3° quadrante | 4° quadrante
Pela figura a seguir, podemos concluir que:
v - A cada arco corresponde um ponto P do ciclo,
P = que € a extremidade desse arco.
N\ - Os arcos podem ser positivos ou negativos,

conforme o sentido adotado.

> - Cada extremidade de arco devera situar-se em
um dos quatro quadrantes.
- Existem arcos de medidas diferentes que tém a
mesma extremidade.

Arcos da circunferéncia

Dados dois pontos distintos A e B sobre uma circunferéncia, esta fica dividida em duas partes. Sendo
uma dessas partes, incluidos A e B,chamada arco da circunferéncia AB. A coincidéncia de dois pontos A e
B determinam que um deles é um ponto (arco nulo) e o outro é a circunferéncia (arco de uma volta).
Medidas de arcos

Na figura, podemos observar um arco AB, cuja medida podera ser indicada em graus ou radianos por

ap, onde (0 < ap< 360° ou 0 < ap< 2 ).
als

0 A X

360° « 2r rad
180° < 7 rad
Indicamos a medida de um arco trigonométrico pelas expressoes:
em graus: a = ag + K- 360°;
em radianos: o = op + K- 21,
onde K é o numero de voltas.

Determinacao de um arco trigonométrico
Dependendo do valor que k assume, a assumira um valor diferente, chamado de determinagao do arco
trigonomeétrico. Observe o exemplo para ay = 60°:

Em graus:a = oy + K- 360°

-Quando k =-1
a=60°+(—1) 360°=a = - 300° (primeira determinagao negativa).
-Quandok =0

a =60° + 0 - 360°=a = 60° (primeira determinacgao positiva).
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- Quando k =1
a =60°+ (1) - 360°=a = 420° (segunda determinacgao positiva).
E assim por diante...

Em radianos:a = oy + K* 21t
-Quando k =-1
a=o+k 2m=a«a =§n + (- 1) 2=« =§n - 2t=a = @:a =— gn(primeira determinacéo negativa)
-Quando k=0
a=o+tk 2m=a= %n +0 2m=a = %n(primeira determinagéo positiva)
- Quando k =1
0(=0(0+k'21r=>0(=§n + 1 '21‘[=>0(=§T[+2T[=>O(=
E assim por diante...

im+6T1

=o = gn(primeira determinagdo positiva)

Exemplos:
1) Calcule a primeira determinagéo positiva dos seguintes arcos:
a) 1.200° : 360° = 3 (numero de voltas) e resto de 120° (primeira determinacgao positiva).

b) — 1.470° : 360° = — 4 (numero de voltas) e resto — 30° « 360° — 30° = 330° (primeira determinacéo
positiva).

2) Determine em qual quadrante esta a extremidade de cada um dos arcos dados abaixo:
a) 752°: 360° = 2 (numero de voltas) e resto: 32° (primeiro quadrante)

b) 1.190° : 360° = 3 (nUmero de voltas) e resto: 110° (segundo quadrante)

c) — 2.535°: 360° = 7 (numero de voltas) e resto: — 15° (quarto quadrante)

d) 2z 2 = 8 (ntimero de voltas) e resto: 1° (primeiro quadrante)
10

e) %1‘[ : 21t = 7 (nimero de voltas) e resto: 330° (quarto quadrante)

f) — 6—6511: 2n = 5 (numero de voltas) e resto: — 150°(terceiro quadrante)

Exercicios:
1) Faca a Conversao para radianos:
a) 45° b) 120° c) 210° d) 15° e) 150° f) 315° g) 330° h) 310°
a b c d e f g h
z 27 7 K 5x 7 11z 31x
4 3 6 12 6 4 6 18
2) Faca a Conversao para graus:
4r V4 4 57 4 V4 7 3z
a) = b) 5 c) 3 d) = e)— f) 5 95 h) <
a b C d e f g
240° 22,5° 300° 120° 15° 157,5° 135°

Arcos congruos

Sao dois arcos congruentes ou cOngruos que possuem a mesma extremidade.

O conveniente é trabalharmos com arcos de 1.2 volta, do sentido positivo. Quando isso nao for possivel,
como por exemplo, 480°, determinaremos seu céngruo da 1.2 volta.
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480° |360°
120°1 (numero de voltas no sentido positivo)

Medida do arco de mesma extremidade.
Para medidas negativas, esse procedimento nos leva ao arco céngruo da 1.2 volta negativa. Dai basta
somarmos 360° para chegarmos a 1.2 volta positiva. Por exemplo:

— 157 ° + 360° = 203° (¢ a medida do arco da 1?2 volta com a mesma extremidade).

—1.237° |360°

L —157° 3 (numero de voltas no sentido negativo)
Dai, — 157° + 360° = 203° (esta no 3° quadrante 180° < 203° < 270°).

Exercicios:
1) Determine os quadrantes a que pertencem as extremidades dos seguintes arcos:
a) 18° b) 141° c) — 100° d) 1 998° e) %rad f) %” rad

2) Determine os quadrantes a que pertencem as extremidades dos seguintes arcos:

a) 7?” rad

b) %” rad

c)—l%TTr rad

d) % rad

e) 4?” rad

f) %’T rad

3) Determine em qual quadrante situam-se as extremidades dos seguintes arcos:

11w

a)72° b) 1 280° c) — 300° d) — 400° e) %” rad f) - rad
1a) 1 1b) 2 1c) 3 1d) 3 1e) 1 1f) 3
2a) 1 2b) 1 2c)3 2d) 4 2e) 3 2f) 2
3a) 1 3b) 3 3c) 1 3d) 4 3e) 2 3f) 4
Matrizes

Qualquer tabela de numeros dispostos em linhas e colunas recebe o nome de matriz. A ordenagao
desses numeros em linhas e colunas simplifica os problemas apresentados nas mais diversas areas, como
Estatistica, Economia, Fisica Atdmica e na Matematica Pura e Aplicada.

Para exemplificar, vamos observar uma tabela feita a partir do consumo de sucos em um determinado

restaurante:

Laranja Morango Abacaxi Maracuja
Mesa 1 3 2 1 3
Mesa 2 2 6 4 3
Mesa 3 1 0 7 5

Sera uma matriz do tipo (m x n) aquela apresenta um nimero m de linhas € um numero n de colunas.
No exemplo acima, temos uma matriz do tipo 3 x 4, pois tem 3 linhas e 4 colunas.
Representamos as matrizes das seguintes formas:
através de parénteses ( )
através de colchetes [ ]
ou através de barras duplas |||

Matematica — Ensino Médio 22




Para denominarmos as matrizes, utilizamos letras maiusculas.
Exemplos:Matriz S, 3 x 3
3 2 13
[2 6 43]

1 0 75

g

As matrizes possuem elementos que s&o representados genericamente por uma letra minuscula,
acompanhada por dois indices, i e j, que indicam a linhas e a coluna respectivamente, onde se encontra o
elemento da matriz (aij).

Matriz A, 3 x 1

Matriz B, 1 x 2

Exemplo:
3 2 13
A matrizdo exemploS=[2 6 43] associada a matriz genérica
1 0 75
A11 Q12 Q13014
S =|az1 Q2 0a3Q24|. Temos, por exemplo, entdo: a1 = 3;a»=6;a3=0;ax =5
Q31 a3z 0a33034
Assim a matriz genérica é representada por: A = (@j)mxn
Sendo aijj elemento genérico localizado na i-ésima linha e j-ésima coluna, onde:1 <i<me1<j<n
Exemplo:
1) Escreva a matriz A = (a;)1x3, tal quea; = 3i+j,entdio A=1x3 = A=[ay ai aq3)
A=[3'1+3=6 3:1+2=5 3'1+3=6]=A=[6 5 6]ixs
Exercicios:
1) Escreva a matriz A = (aj)2x 3 tal que a;= 2i +j. 1)A = [g ‘6* g]

Tipos de matrizes

Matriz linha: é aquela que possui apenas uma linha.B = ||5 9|

2
Matriz coluna: € aquela que possui apenas uma coluna.A = (5)

8
Matriz quadrada: é aquela que tem o mesmo numero de linhas e colunas, assim m = n. Toda matriz

quadrada possui diagonal principal e diagonal secundaria.

Q, = ; 2 1] /> Diagonal secundéria
1 0 7
2

Q=12 XK 4 Diagonal principal
, /> gonal princip

Matriz diagonal: é toda matriz cujos elementos nao pertencentes a diagonal principal sdo iguais a zero.
3 0 0

C:;=[0 6 0

0 0 7
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Matriz identidade: € aquela cujos elementos da diagonal principal sdo iguais a unidade, chamada também
de matriz unidade, sera representada por I, sendo n a ordem da matriz.

[1 0 O

3=(0 1 0
0 0 1

Matriz nula: € aquela cujos elementos sdo todos iguais a zero.
0 0 O

N=f0 0 O
0 0 O

Exemplo: Determine os valores de x e y para que a matriz dada seja nula.
[0 4y+12 0

A=|0 2x—4 0]
10 0 0

4y+12=0=>4y=—12=>y=—14—2=>y=—3
2x—4=0=>2x=4=>x=§=>x=2

Matriz oposta: matriz oposta de uma matriz dada (A) € a matriz (- A), cujo elemento da linha i e da coluna
j € o oposto do elemento que esta na linha i e na coluna j da matriz A.

3 4 -1 -3 —4 1)

5 9 9),suaopostaéamatriz—A=(_5 _o _g

Exemplo: A = (

Igualdade de matrizes
Seréo iguais as matrizes de mesma ordem cujos elementos correspondentes forem iguais.

3 4 -1

Exemplo: Sejam as matrizes A = ( )e B= ( ox 4 —9y). Determine os valores de x, y e z para

5 2 9 5+z 2
que A = B.
3=6x = x=2=x==
6 2
_1=_y:y=1

5=5+z=5-5=z2z=2z=0

Exercicios:
x+1 0

1) Obtenha o valor de x e y sabendo que a matriz A = [ 0 y— 2] é nula.

2) Calcule a soma dos elementos da diagonal principal com os elementos da diagonal secundaria da
1 2 3

matriz [4 5 6]
7 8 9

1 a+4] 1 5]

3) Calcule o valor de a e b, sabendo que [2 pz |

12 4
4) Sabendo que I, = [ﬁ ; ;’ g] calcule x ey.

5) Escreva a matriz oposta de A = (a;).x. sabendo que a; =i +j.

1)x=-1ey=2(2)30|3)a=1eb=-2 4)x=%ey=_1 5)A=(2 B)e_A=(:2 _3)
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Adicdo de matrizes
Se considerarmos duas matrizes A e B, do mesmo tipo m x n. A matrizresultanteC, também de ordem
m X n, sera obtida pela soma dos elementos correspondentes de A e B, indicada por A + B.

. . _(3 4 -1 _(8 4 6 ; .

Exemplo: Dadas as matrizes A (5 ) 9)eB (0 ) _9),determ|neA+B.
_(3+8 44+4 —1+46 _(11 8 5
A+B‘(5+0 242 9+(—9)):>A+B‘(5 )

Observacgao:s6 podemos somar matrizes do mesmo tipo e que a soma é do tipo das matrizes somadas.

Exercicio:
1) Calcule A + B sabendo que A = (_12 2 g) eB= (_31 _12 é)

. _12 -4 _T3 -6 _[—1 0 .
2)DadasasmatrlzesA—[6 2],8—[_3 O]eC—[2 _3],calcule.A+B+C.

ISENERE
Subtragao de matrizes

Dado duas matrizes A e B, do tipo m x n. Subtrair a matriz B da matriz A significa somar a matriz A com
a matriz oposta da matriz B, portanto: A— B = A + (— B).

g —42] eB= [0 2 ] determine A — B.

Exemplo: Dadas as matrizes A = [ 4 6

- _[5 4 0o -2 _[5 2
A-B-A+(-B)-[3 _2]+[_4 6]=>A-B-[_1 4]
Exercicios:
1) Dadas as matrizes A = (_21 (3) th) eB= (_53 2 g) determine a matriz X, tal que: A+ X =B
1 0

2) Dadas as matrizes A = [ ] B= [_43 (1)] determine a matriz X, tal que: A=B + X

-2 3

1)x=[—65 P

4 2 2)x=[_13 _31]

Multiplicagao de um nimero real por uma matriz
Sendo k um numero real e a matriz A (m x n). Multiplicar o nimero k pela matriz A significa multiplicar
todos os elementos da matriz A pelo numero k.

Exemplo: Dadas as matrizes A = [g _42] eB= [2 —26]'

Determine a matriz Y, talque Y+ 3A-B=0

Y+3A-B=0=Y=-3A+B=Y=-3 [3 —42] ! [2 —26]2}
il E IS R i el ey
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Exercicios:

2 1 0 3 5 -9
1) Dadas as matrizes A=|0 5|,B=|6 8] eC=|-10 &6 ] determine a matriz: 3A + B - 2C
4 3 4 1 1 0
-1 0
2)Sendo A=| 2 ] eB= [— 2], calcule o valor de 2A — B. —4 24 )
3 1 1)[26 11] 2)[6]
14 10 5

Determinantes
E um nimero que associado a uma matriz quadrada de ordem n.
Determinante de matriz de 1.2 ordem
Seja a matriz B = [a44], de 1.2 ordem, seu determinante sera seu elemento a;.
det. B = ayy
Exemplos:
Sendo A =[23], entdo det. A =23
SendoC=[-7],entdodet. C=-7

Determinante de matriz de 2.2 ordem

Seja a matriz A = [Zi 22] de 22 ordem, chamamos determinante dessa matriz ao nimero a; " ax —
a2 Az1.
det. A=aq a —an az
Exemplo:
A= [; fo]=>det.A=1 "10-8'3=det. A=10—-24 = det. A=-14
B= [—_136 (ﬂz’det- B=(-3)"1-0(-16)=det.B=-3+0=det. B=-3

Determinante de matriz de 3.7 ordem
O determinante de uma matriz quadrada C = (a;)sx3 de ordem 3, representado por det.
a11 Q12 Q13
C= [021 az az3], expressado por:
Q31 dzz 0433
A1 @z’ Azz + @iz @z3 Az + @137 A2¢" Azx — Aq3' A2 @31 — Aq1 " A2z’ Azp— Aq2'A21 " A3
Uma maneira pratica e facil para o calculo do determinante € aplicar a regra de Sarrus, que consiste
em:
repetir ao lado do determinante original as duas primeiras colunas, ou abaixo as duas primeiras linhas;
obter os produtos observando o que mostram os esquemas abaixo.

Thag A A : T ApT
GRS T
'_?151 LT ',332._. "/a%«”:/ 4131 i -352\
~di3dnads —dyadnds —dpdydy dnandzs A1)3xds di3dyds
- - + + + inverter os sinais conservar os sinais

Matematica — Ensino Médio 26




Exemplos:

1 0 2 1 0 2 1 0
1) Calcule o determinantede A= 5 4 6 [,entdo:A=|5 4 6 5 4,
-3 8 -1 -3 8 —-1l1l-3 8

det. A=14(-=1)+0'6"(=3)+2'58-24(-3)-168-0"5 (-1)=
det. A=—4+0+80-24—48-0= det. A=4

1 3 2 1 3 2111 3
2)ResolvaaequagdoB=| 2 6 y|=0,entdo:B=(2 6 y [ 2 6]= 0=
-3 4 6 -3 4 6ll-3 4

166+3 y(-3)+2'24-26(=3)—-1'y 4-326=0=
36-9y+16+36-4y-36=0=52-13y=0=52=13y ===y =y=4

Exercicios:
1 -2 0
1) Resolvaem R, aequagao |3 x 1|=11.
2 1 x
2) Encontre o determinante de cada matriz abaixo:

] 5 0 1 1 2 -1
a)i ;] b)[_23 é] c)[—z 3 4] d)[1 7 2]
, ) 0 2 -1 0 -1 4
3) Solucione as seguintes equagdes no conjunto R:

3 0 8 1 —x x?
a)|l0 x x|=-413. b)l-1 0 «x|=-9.

4 9 0 3 =2 2

|1)xX=2ex’=—-8[2a)2|2b)—2][2c)—59|2d)—33[3a)7|3b)x=-3ex =3 |

Analise combinatéria

Os processos de contagem na Matematica sao feitos através da analise combinatéria, com aplicagdes
em diversos campos, como na programacado de computadores, na economia, na biologia molecular, na
estatistica, na logica etc.

Portanto, a analise combinatéria tem por objetivo estudar as varias formas de agrupar pessoas,
numeros, letras, etc.

Por estar apoiada no PrincipioFundamental da Contagem ou Regra do Produto, é suporte fundamental
da Teoria das Probabilidades.

Vamos iniciar apresentado alguns exemplos que fazem parte do dia-a-dia.
Exemplo 1.De quantas maneiras diferentes podemos combinar duas camisas diferentes e trés calgas,
também diferentes?

Construindo uma tabela teriamos as seguintes maneiras:
Podemos observar que seriam de 6 maneiras diferentes.
Numero de maneiras Combinacgoes

1 camisa 1 com calca 1

camisa 1 com calga 2

camisa 1 com calga 3

camisa 2 com calga 1

camisa 2 com calga 2

| ol | WO N

camisa 2 com calca 3
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Exemplo 2.De quantas maneiras diferentes podemos pintar uma bandeira de 3 listras, usando
amarelo ou vermelho? Podemos ter 8 possibilidades diferentes.

Numero de bandeiras

Cores usadas

1 amarelo amarelo amarelo
2 amarelo amarelo vermelho
3 amarelo vermelho amarelo
4 amarelo vermelho vermelho
5 vermelho amarelo amarelo
6 vermelho amarelo vermelho
7 vermelho vermelho amarelo
8 vermelho vermelho vermelho

as cores

Exemplo 3. Uma fabrica de automéveis produz veiculos de trés tamanhos (pequeno, médio e grande), com
dois tipos de motores (M; e My) e em trés cores (vinho, prata e vermelho). Quantas opg¢des tem o

comprador?
Opcodes de compra Tamanho Motor Cor
1 pequeno motor 1 vinho
2 pequeno motor 1 prata
3 pequeno motor 1 vermelho
4 pequeno motor 2 vinho
5 pequeno motor 2 prata
6 pequeno motor 2 vermelho
7 médio motor 1 vinho
8 médio motor 1 prata
9 medio motor 1 vermelho
10 médio motor 2 vinho
11 médio motor 2 prata
12 médio motor 2 vermelho
13 grande motor 1 vinho
14 grande motor 1 prata
15 grande motor 1 vermelho
16 grande motor 2 vinho
17 grande motor 2 prata
18 grande motor 2 vermelho

Podemos ter 18 opcdes de compra.

Como podemos observar nos exemplos acima, foram sendo construidos descrevendo e contando todas
as possibilidades. Entretanto, na medida em que o numero de possibilidades aumenta, essa forma de
construgao passa a ser inviavel.
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Assim, a analise combinatéria oferece condigdes, por meio de métodos e formulas, de calcularmos
varios tipos de problemas, o numero de possibilidades, sem a necessidade de lista-las ou enumera-las.

Exercicios:
1) Quantos anagramas podemos formar com a palavra Lua?

2) Dado o conjunto A = {1, 3, 4}, quantos s&o os numeros com dois algarismos distintos que podemos
formar?

3) Langando um dado duas vezes seguidas, quais as possibilidades de obtermos soma igual a 8?
4) Camila tem 4 saias e 2 blusas. De quantas maneiras ela pode combinar as duas pecas?

1)6 2)6 3)5 4)8

Agrupamento simples
S&o0 os agrupamentos cujos elementos séo todos distintos.
Exemplo: (0,2); (0, 2, 4); (0, 2, 4, 6) etc.

Agrupamentos com repeti¢coes
Sao aqueles que apresentam um ou mais elementos repetidos.
Exemplo: (2, 2, 3); (2, 3, 3); (2, 2, 3, 3) etc

Arvore de possibilidades

E utilizada para enumerar todas as possibilidades de um evento com o objetivo de facilitar a resolugéo
dos problemas de contagem.
Exemplo: Um restaurante oferece aos seus clientes trés tipos de pratos: dois tipos de sopa (S), dois tipos
de carne (C) e trés tipos de massa (M). Assim, pela arvore de possibilidades temos:

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Tipos de pratos
M1 S1C1 M1
C1 / M2 S1C1 M2
T M3 S1C1M3
S1
M1 S1C2 M1
c2 ——— M2 S1.C2 M2
\ M3 S1.C2 M3
/M1 S2 C1 M1
C1 M2 S2 C1 M2
\m S2.C1 M3
S2
M1 S2C2 M1
02/ M2 S2C2 M2
\ M3 S2 C2 M3
2 possibilidades 2 possibilidades 3 possibilidades 12 possibilidades de
S1eS2 CleC2 M1, M2 e M3 pratos o restaurante
oferece aos clientes.
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Principio fundamental da contagem
E o método que possibilita multiplicar o numero de possibilidade de cada etapa da experiéncia.
Exemplo: com base no exemplo da arvore, temos 2 x 2 x 3 = 12 possibilidades.

Exercicios:
1) Um teatro tem 5 portas. De quantas maneiras diferentes uma pessoa pode entrar e sair do teatro?

2) Pedro tem 3 camisas, 5 calgcas, 2 gravatas, 4 pares de sapatos e 1 casaco. De quantas maneiras

diferentes ele podera se vestir usando uma pega de cada conjunto?

3) Quantos numeros de 3 algarismos podemos formar com os algarismos 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 € 9?

4) Uma fabrica tem 5 modelos de carros e utiliza 8 cores. Quantas opgdes de compra tem o consumidor?

1) 25 2)120 3) 729 4) 40

Fatorial de um namero

Sendo n € i e n> 1, chamamos fatorial de n como o produto dos n nimeros naturais consecutivos de 1
até n e indicamos por n! (n fatorial).

Expressamos:n!=1234"..."(n=2)"(n—=1)"'n

Exemplos:
5/1=1-2-34-5=120
41=1-2-3'4=24
3'=1-2-3=6
21=1-2=2

Podemos notar que um fatorial faz parte do outro: 3! =3 21,41 =4 3!, 51 =54l
Assim, escrevemos: n! =(n—-1)! ' n

A expressao acima permite concluir que sendo n = 2, temos:
2!=(2-1)"20u2=1I"2, possibilitando dizer entdo que 11 =1.

Também, a expressao permite demonstrar se n = 1, teremos:
MN=(1-1)!"10u1=0!"1,entdo 0! =1

Exemplos:
1) Calcule (a), simplifique (b) e resolva a equacgao (c):

12! _ 9!. 10. 11. 12

a) —=——=10"11-12=1.320
9! 9!

b)n!+(n+1)!= n!'+n!. (n+1)! - n!(1+n+1) - n!. (n+2) __1
(n+ 2)! n.m+1).m+2) n.m+1).M+2) n.(Mm+1).Mm+2) n+1

12 (n=-MN=m+1)NI=12nh-NDN=n-1DNn"(n+1)=12=n"(n+1)=
12=n’+n=n?+n-12=0 (equacdo do 2°grau,ondea=1,b=1ec=-12)

A=b*—d4ac=A=1"-4"1"(-12)=>A=1+48 = A=49

_ —b+vb2—-4ac _ —1++49 _ 147 y _ 6 _ w_ —8 _ ~ .
n=————=n=———=n=— =>n—5—3en —7——4(naoconvem).

Resposta: V = {3}.
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Exercicios:
1) De quantas maneiras podemos organizar 7 alunos numa fila?

2) Simplificar: 1) 5.040| 2a)42 | 2b) 420 2c) 209

71 107! 15! — 13!
a)E ) 519! ) 13 . 12!

Arranjo simples
Arranjos sédo agrupamentos que diferem entre si ao mudarmos a ordem de seus elementos.

Exemplo:

1) Em uma escola, ha trés estudantes concorrendo a presidéncia e vice-presidéncia do grémio estudantil:

Pedro (P), Maria (M) e Joana (J). De quantas formas os cargos podem ser preenchidos?
Observe os possiveis agrupamentos na tabela:

Presidente P M M J P J

Vice-presidente M P J M J P

Ao trocarmos a ordem das pessoas, obtemos agrupamentos diferentes, que chamamos de arranjos.

Pelo PFC, temos: T = 3' 2 = 6 maneiras

As seis maneiras obtidas correspondem ao arranjo de trés elementos, tomados dois a dois, indicados
da seguinte forma: A; ,=3 2 = 6, onde 3 indica o primeiro fator do produto e 2 indica o numero de fatores
do produto.

Exemplos:
a) A5’ 1= 5
b)As,=5"4,sendo4=5-(2-1)
C)As3=54"3,sendo3=5-(3-1)
d)As4=5"4"3"2,sendo2=5-(4-1)
e)As5=5"4:3'2"1,sendo1=5-(5-1)

Para n elementos, tomados p a p, podemos generalizar da seguinte forma:

An,f=n'(n—1)'(n—2)'(n—3)'...'(n—p+1) |

p fatorés

Calculo do numero de arranjos usando a notagao de fatorial
Exemplo: vejamos o exemplo da letra ¢ dos exemplos anteriores.

As =5 4 3= Ass= 5.4.3.2-% As = ;:, As 5= ( 5!

5—3)!

Para arranjos de n elementos, tomados p a p (p< n), teremos:

n!

A =
P (n-p)
Exemplos:
a) Calcule o valor de:
=8 A =S A=t A =120
6.3~ (6_3)! 6,3~ 3 6, 3 3 6, 3
8! 8! 8.7.6.5.4
Pos= o= Ao s == Ags . Ag s = 1.680
b) Calcule o valor de:
st 4 5.4.3.20 4.3.2!
Asz — Agp_ (5-3) (4-2)! _ T a1 T~ ar . 60-12 48 3
16 16 - 16 7 16 16
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¢) Quantos numeros menores que 5 000, de quatro algarismos, podem ser formados com os algarismos 1,
2, 3, 5 e 7, sem que haja repetigdo de algarismos?

3 2 1 3'A42=3'4°3'2'1= 72 numeros menores que 5.000.

d) Sendo A, 3 = A, » calcule n.

Ar—H (n-2) (n-3)=pr—H=N-2)"(n-3)=n’-3n-2n+6=0=
n-5n+6=0=n'=3en”=2(ndo convém) Resposta: S = {3}.

Exercicios:
1) Calcular o valor de Ag, ».

2) Resolver as equacoes:
a)An’2=2 b)AX’2=9'AX’1

3) Dez meninos apostam uma corrida. De quantos modos diferentes pode ser formado o grupo dos trés
primeiros colocados?

4) Considere a palavra MATRIZES. Quantos grupos de 4 letras distintas podemos formar com as letras
dessa palavra?

5) O professor escolhe dois alunos dentre os 30 alunos de uma sala de aula e oferece uma bola para um
deles e um livro para o outro. O numero total de maneiras de premiar dois alunos dessa classe €7?

6) Calcule quantos numeros multiplos de 3, de 4 algarismos distintos, podem ser formados com 2, 3, 4,6 e
9.

1)30 | 2a)2 | 2b)10] 3)720 | 4)1.680] 5) 870 | 6) 72

Permutacgao simples
S&o0 os arranjos onde participam todos os elementos do conjunto. Ou seja, p = n!

Exemplos:

1) De quantas maneiras distintas podemos arrumar 6 livros diferentes em uma prateleira?
N=6=Psg=6!=6"5"43"2"1= Pg =720 maneiras.

2) (PUC-RS) Com os algarismos 1, 2, 3 e 4, sem repeti-los, podemos escrever x nimeros maiores que 2
400. O valor de x é:

A) 6 B) 12 C)14 D) 18 E) 24

24  P,=21=2"1=2

3__ _P3=31=3"2"1=6

4 ~ P3=3'=32"1=6

= 14 numeros maiores que 2 400.

Resposta: letra C

3) Com relagao a palavra TEORIA:

a) Quantos anagramas existem? (anagramas sao permutagoes).
Pe=6!=6"54"3"2"1=Ps=720

Quantos anagramas comegam por T?

Ps=5!=5"4"3"2"1=P5=120

b) Quantos anagramas comegam por T e terminam com A?
T_ _A
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P,=41=4°32'1=P,=24

O = Ps=5!=5"4"3'2"1=P5=120

Totalizando 480 anagramas comeg¢ando com vogal.

e) Quantos anagramas tém as vogais juntas?

Como as vogais devem estar juntas, ocupam o lugar de uma “Unica letra” que deve ser permutada com
as letras T e R. Portanto o nimero de permutagdes é:
P;=3!=3"2"1=6

Também devemos observar que as vogais dentro dessas permutagcdes podem permutar-se entre si, de
guatro maneiras, ou seja:
P,=4!=4-3-21=24

Assim o niumero de anagramas nestas condigdes sera 6 24 = 144,

Exercicios:

1) Calcule:a) Ps—Ps b) Asz+ 3. Py
P3 —4_
2) Determine o numero de anagramas da palavra AMOR.

3) Quantos numeros naturais de 4 algarismos distintos podemos escrever usando os algarismos 1, 3, 5 e
7? Qual a posigao ocupada pelo numero 7.1537?

4) Num veiculo viajam 7 pessoas das quais 2 sdo motoristas. De quantos modos & possivel acomoda-las,
sabendo que no banco dianteiro ha 3 lugares e no traseiro 4 lugares?

Calcule a soma dos numeros que se pode formar permutando os algarismos 5, 3,7 e 2.
1a)16 | 1b)23 |2) 24 3) 20 e 20? posicao 4) 1.440 5) 113.322

Combinagoes simples

S&o agrupamentos que nao diferem entre si ao mudarmos a ordem de seus elementos. Podemos dizer
entdo que os arranjos que diferem entre si somente pela natureza de seus elementos sdo considerados
combinagdes simples.

Exemplo:
Considerando um conjunto formado por quatro pessoas: José, Paulo, Elza e Rita, indicado por: P = {J,
P, E, R}. Os subconjuntos do conjunto P com excec¢ao do conjunto vazio sio:
- com uma pessoa: {J}, {P}, {E} e {R};
- com duas pessoas: {J, P}, {J, E}, {J, R}, {P, E}, {P, R}, {E, R};
- com trés pessoas: {J, P, E}, {J, E, R}, {P, E, R}, {P, E, R};
- com quatro pessoas: {J, P, E, R}
{J,P}={P,J};{P,E,R}={R,E, P}; {J,P,E,R} ={R, E, P, J}
Podemos observar que trocando a posigdo dos elementos dentro dos conjuntos eles continuam sendo
0s mesmos. Assim, os agrupamentos que possuem essa caracteristica sdo chamados combinacdes.

Calculo do numero de combinag¢oes simples
Genericamente, o calculo do numero de combinagdes simples existentes é dado pela expressao:
_ n!
Crp= p!(n—p)!
Exemplos:
6! 6! 6.5.4 30
1) Ce,2= = = =—= 15

21(6-2)! 21(4)”  2!.4l 2
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41 41 41
41(4a—4)1" 4l(0)! 4. 0o

2) (:4,4 = =1

3) Tem-se um baralho completo (52 cartas). De quantas maneiras podemos:
a) Retirar duas cartas quaisquer?
52! 52.51

Como a ordem nao importa, temos:Cs,, » = 5=
b) Retirar duas figuras?
Como existem 12 figuras no baralho, temos:C; =

= 1 326

A 12. 11 132
12'2=>—=>T=> 66

2!

4) Quantas comissdes de 3 pessoas podemos formar com um grupo de 7 pessoas?

A 7.6.5 210
Cr3 =Li=> =-—=35
’ 3! 3.2 6

5) Em uma sala estdo 6 rapazes e 4 mocgas. Quantas equipes podemos formar, tendo cada equipe 4
rapazes e 2 mogas?
Ceﬁ 4 € C4’ 2 ﬁCeﬁ 4" C4’ ,=156=90 equipes.

6! 6/ 6.5.4 30
Cs 4= = =—= 15
6.47 41(6—4)! “alal _ 4l 2! 2

_ 4 4 4.3.20 12

Cy 2= 21(4=2)1 21.21 2. 2 =5 6

Exercicios:

1) Quantos times de futebol de saldo podemos formar com 10 jogadores capazes de jogar em qualquer
posicao?

2) Na diregdo de uma empresa existem 5 brasileiros e 4 alemaes. Quantas comissdes de 3 pessoas
podemos formar, tendo cada uma delas:
a) 2 brasileiros e um alemao? b) pelo menos 1 alemao?

3) Quantos tridngulos distintos podemos formar com 8 pontos distintos de uma circunferéncia?

4) Quantas comissdes de 5 pessoas podemos formar com 8 deputados federais e 6 senadores, de modo
que em cada comissao haja pelo menos 2 deputados?

1)252 |2a)40 | 2b)74 | 3)56 | 4)1876

Exercicios:
1) Do numero 83.137.683, quantos numeros pares podemos obter permutando seus algarismos?

2) Considere as letras da palavra MATEMATICA.
a) Quantos anagramas sao possiveis formar? b) Quantos comegam com M e terminam com A?
¢) Quantos tém vogais juntas? d) Quantos tém as vogais separadas?

3) Quantos numeros pares e quantos impares podemos obter permutando os algarismos do numero 55
7887

1) 1260 2a) 151200 | 2b) 10080 | 2c) 3600 | 2d) 147 600 | 3a) 12 pares | 3b) 18 impares

Probabilidade

Probabilidade nada mais € do que experimentos aleatérios, nos quais repetimos uma determinada agao
em idénticas condig¢des, produzem resultados diferentes. Assim, ao executarmos sem saber quais serdo os
resultados do experimento, conseguimos descrever todo o conjunto de resultados possiveis de acontecer.

Matematica — Ensino Médio 34




Como nao conseguimos prever os resultados, pois variam de experimento para experimento, em virtude de
uma multiplicidade de causas n&o controlaveis, denominadas de acaso.

Exemplos:

a) Lancar uma moeda para cima e observar a face de cima.

b) Langar um dado e observar o numero da face de cima.

c) De uma urna contendo 3 bolas vermelhas e 2 brancas, selecionar uma bola e observar a cor.
d) De um baralho de 52 cartas, selecionar uma carta, e observar seu naipe.

e) Observar o tempo que um certo aluno gasta para ir de 6nibus, de sua casa até a escola.

Espago amostral
Consideramos espago amostral, e indicamos por Q, um conjunto formado por todos os resultados
possiveis de um experimento aleatodrio.

Exemplos:

a) Langar uma moeda e observar a face de cima.Q = {K, C} onde K representa cara e C, coroa.

b) Lancar um dado e observar a numero da face de cima.Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

¢) De uma urna contendo 3 bolas vermelhas (V), 2 bolas brancas (B) e 5 bolas azuis (A), extrair uma bola e
observar a cor. Q ={V, B, A}

Evento
E qualquer subconjunto de um espago amostral (Q), e sera indicado por E.
Exemplo:langam-se uma moeda e um dado. Enumere os seguintes eventos:

E+: sair cara e face par; E,: sair coroa.
Dado
1 2 3 4 5 6
C (C, 1) (C, 2) (C, 3) (C, 4) (C, 5) (C, 6)
K (K, 1) (K, 2) (K, 3) (K, 4) (K, 5) (K, 6)

Os eventos sédo:
E1={(C, 2), (C, 4), (C, 6)} Ex2={(K, 1), (K, 2), (K, 3), (K, 4), (K, 3), (K, 6)}

Exercicio:

1) Numa urna existem 15 bolas numeradas de 1 a 15. Considerando o experimento aleatério “retirada de
uma bola”, descreva o evento:

a) “ocorréncia de numero par”; b) “ocorréncia de numero divisivel por 57;

c) “obtengéo de numero primo”.

Probabilidade de um evento
Num espago amostral (Q) equiprovavel (com elementos que tém chances iguais de ocorrer), de um
experimento aleatério, e E, um evento desse espago amostral, a probabilidade de um evento é definida

pelo numero real P(E), tal que:
n (E)
n (@)’

P(E) = onde:

n(E): numero de elementos do evento E;

n(S): numero de elementos do espago amostral Q.

Propriedades das probabilidades

1.2) A probabilidade do evento certo € igual a 1, ou seja:P(E) = 1

Exemplo: a probabilidade de sair numero menor ou igual a e, no langamento de um dado.
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2.2) A probabilidade de ocorrer um evento E do espago amostral Q € sempre maior ou igual a zero e menor
ouigual a 1, ou seja:0 < P(E) < 1

Exemplos:
1) No langamento de um dado, determine a probabilidade de se obter:
a) O numero 4. b) Um numero par. ¢) Um ndmero maior que 2.

Q={1,2,3,4,5,6}en(Q) =6, entdo:
a)E={4} > n(E)=1eP(E) =22 - P(E) =1

n (Q)
b) E1 = {2, 4,6} - n(Ex) = 3 e P(Er) = -2 — P(Er) =2 — P(Ey) = ; (50%)
¢)E2=1{3,4,5,6) - n(Ez) =4 e P(E2) = =2 — P(E;) =: — P(E) =2

2) De um baralho de 52 cartas, tira-se ao acaso uma das cartas. Determine a probabilidade de que a carta
seja:
a) Um valete. b) Um rei de copas. ¢) Uma carta de espada.

Q=52

a) Temos n(E) = 4 (s&o 4 valetes no baralho), entdo, P(E) = %:P(E) =

b) E;: sair rei de copas = n (E;) = 1 (s6 existe um rei de copas) = P(Eq) = ="
n (E)

c) E»: sair carta de espadas = n (E,) = 13 = P(Ey) = )

=P(E,) = g: P(E,) = = (25%).

1
4

Adicao de probabilidades
Sejam E; e E, eventos quaisquer de um espago amostral Q. Entdo, podemos escrever:
P(E1 U E2) = P(E1) + P(Ez) - P(E1 N E2)
Exemplo:
Numa pesquisa feita com 600 pessoas de uma comunidade, verificou-se que 200 leem o jornal A, 300
leem o jornal B e 150 leem os jornais A e B. Qual a probabilidade de, sorteando-se uma pessoa, ela ser

leitora do jornal A ou do jornal B?
n(A) 200 1

P(A) = n(E) 600 3
_n(B) 300 .1
_n(AnB) 150 1
P(A N B) = n(E) :a Z
Como P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B), temos:P(A U B) = § + %- §=>4 +162‘ 3 -

Produto de probabilidades

Sejam A (E4) e B (E,) dois eventos independentes de um mesmo espago amostral (QQ), podemos
expressar a igualdade:P(A N B) = P(A) - P(B)
Exemplo:
Numa urna existem 6 bolas azuis e 4 bolas amarelas. Qual a probabilidade de se retirarem 2 bolas
sucessivamente, com reposi¢ao, sendo a primeira azul e a segunda amarela?
Seja A(E+) o evento “extragédo de bola azul na primeira retirada”.

Temos 6 bolas azuis num total de 10 bolas; portanto, a probabilidade de extrair bola azul é P(A) = i:%

10
Sendo B(E,) o evento “extragao de bola amarela na segunda retirada”.

Temos 4 bolas amarelas num total de 10 bolas; portanto, a probabilidade de extrair bola amarela é P(B) =
4.2
10 5
Como A e B sao independentes, temos:
6

P(ANB)=P(A) P(B) =2==—

25
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Probabilidade condicional
Quando se impde uma condicdo que reduz o espago amostral, dizemos que se trata de uma
probabilidade condicional.
A\ _ n(AnB)
P ()

B n(B)

Exemplo:

Jogando-se um dado e sabendo-se que ocorreu um nimero maior que 3, qual é a probabilidade de sair um
namero impar?

Q={1,2,3,4,5, 6};

E,={1,3, 5} = n(Ey) = 3:
E,= {4, 5, 6} = n(E,) = 3.
Temos que E;n E, = {5} e n(EsN E,) = 1 P (%) = %:}%

Exercicios:
1) Langando-se simultaneamente 3 moedas, qual a possibilidade de ocorrer pelo menos uma cara?

2) Qual a possibilidade de se obter um numero par, escolhendo-se aleatoriamente uma das permutagdes
dos algarismos do numero 1.234.5677?

3) Num prédio de 5 andares existem 4 apartamentos por andar. Apenas 5 apartamentos estdo ocupados.
Qual a probabilidade de que cada um dos 5 andares tenha um apartamento ocupado?

4) Langando-se sucessivamente uma mesma moeda trés vezes, qual a probabilidade de ndo ocorrer a
mesma face nas trés moedas?

5) Qual é a probabilidade de se extrair uma bola verdeou vermelha de uma urna que contém 5 bolas
vermelhas, 4 amarelas e 3 verdes?

6) Num grupo de 200 estudantes, 60 gostam de Matematica, 40 gostam de Musica e 20 gostam tanto de
Matematica quanto de Musica. Escolhendo-se um estudante ao acaso, qual é a probabilidade de ele gostar
de Matematica ou Musica?

7) Extrai-se, aleatoriamente, uma carta de um baralho de 52 cartas. Qual é a probabilidade de a carta
extraida ser valete ou carta de paus?

8) Num langamento simultdneo de dois dados, qual é a probabilidade de termos niumeros pares nas faces,
sabendo que a soma é 67?

9) Uma urna contém 8 bolas amarelas e 6 verdes. Qual € a probabilidade de retirarmos 2 bolas
sucessivamente, sem reposi¢ao, sendo a primeira verde e a segunda amarela?

10) Retira-se ao acaso um valete de um baralho comum, com 52 cartas. Sem reposi¢cao da carta extraida,

qual a probabilidade de, numa segunda retirada, sair outro valete?
3 64 2 4

1)=12)= 4)Z 5)5 6); 7)§

s |27 Yoo

24 1
8); 9);; 10)>;

Porcentagem
A porcentagem ou percentagem, do latim per centum, cujo significado € “por cento”, ou seja “a cada
centena”, € uma medida de razdo com base 100. Dizemos entdo que numa propor¢ao a relagao entre dois
valores é uma fragdo na qual o numerador sera a parte e o denominador sera o todo. No caso da
porcentagem, sera a divisdo de qualquer niumero (numerador) por 100 (cem) que sera o denominador.
Assim, toda razao € uma fragao € uma diviséo.
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Exemplos:
1) O salario de Pedro aumentou 7%.

_ 7 _
7% = Y 0,07
2) O prego do feijao subiu 24%.
24% = % =0,24

3) A taxa de juros para empréstimos bancarios esta em 248% ao ano.

_ 248 _
248% = To0 2,48

4) A taxa de desemprego aumentou 0,6% no més de maio.
0,6% = > = 0,006
5) O preco do quilo de feijao passou de R$ 4,50 para R$ 5,58. Qual foi a porcentagem de aumento?

Subtraimos o preco antigo do novo preco
R$ 5,58 — R$ 4,50 = R$ 1,08 de aumento, comparado com o prego antigo, temos:

R$ 1,08
R$ 4,50

_ 24 _
= 0,24 = 2 = 24%

6) Uma casa foi vendida por R$ 230.000,00. A taxa da corretagem corresponde a 6% do valor do imével,
qual foi a importancia recebida pelo corretor?

6% de R$ 230.000,00 :&' R$ 230.000= 6 - R$ 2.300 = R$ 13.800,00

7) Um trabalhador obteve um aumento de 30% no seu salério e recebeu R$ 1.365,00. Determine o valor
do salario antes do aumento.
Sabendo que R$ 1.365,00 corresponde a 130% (100% + 30%), ent&o:

R$ 1.365. 100%=R$ 13650—=> R$ 1 050,00
130% 130

8) Calcule:
a) 12% de 600:% .600= 126 =72

b) 8% de 300:% .300= 83 = 24

c) 20% de 800:% . 860= 20" 8 = 160

475 47,5

d) 47,5% de 2.000=>@ .2000= 4752 = 950 ou E‘Z 000= 47,5 20 = 950

40 40 16060 16
e) 40% de 40%=—2>-20 —,
100 100 10 00— 100

10 1001606 1 o
— = =—=0,1%
100100 10066 10

) 50% de 50%=—r>0 = 2599 _, 25 _, 550,

100 100 10000 100

f) 10% de 100%=

9) Numa loja, o preco de uma mercadoria num determinado dia era R$ 125,00. No dia seguinte, houve um
aumento de 20% e, uma semana depois, o lojista reduziu o pregco em 15%. Calcule o prego final do
produto.

Aumento: a mercadoria custava R$ 125,00,que corresponde a 100%, passando a ser 120%, ent&o,

R$ 125 —= 1,25 120 =R$ 150,00.

120
100
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Desconto: uma semana depois, a mercadoria que custava R$ 150,00, que corresponde a 100%, obteve
um desconto de 15%, passando a 85%, entao,

R$ 150 -1%50: 1,585 = R$ 127,50.

10) Uma mercadoria sofreu dois aumentos consecutivos: o primeiro de 15% e o segundo de 20%. Calcule
a porcentagem se o0 aumento fosse feito em uma unica vez.

Sabendo que a mercadoria = 100%, 15% = 0,15 e 20% = 0,20, temos:m - 1,15 1,20 = m " 1,38, portanto
o aumento final foi de 38%

Também poderiamos considerar a mercadoria custando R$ 100,00 (100%).

Assim, com o aumento de 15%, o novo prego da mercadoria passou a R$ 115,00 (100%). Aumentando
novamente 20%, passou a valor 120%, que multiplicado por R$ 115,00 equivale a R$ 138,00, seu preco
final e 38% como aumento final.

Exercicios:
1) Numa empresa, entre cada 150 funcionarios, 30 sao técnicos especializados. Calcule a porcentagem de
técnicos desta empresa.

2) Um produto é comprado por R$ 145,00 e vendido por R$ 181,50. Determine:
a) a porcentagem de lucro em relagao ao prego de compra;
b) a porcentagem de lucro em relacédo ao preco de venda.

3) Na compra de um produto, o desconto dado foi de R$ 9,60. Sabendo-se que a taxa de desconto é de
12%, qual o preco do produto e qual o valor pago por ele?

4) Num grande magazine, o prego de um eletrodoméstico € R$ 90,00 e para pagamento a vista é oferecido
um desconto de 15%. Qual é o preco a vista do produto?

1)20% | 2a)25% | 2b)20% | 3) R$ 80,00 e R$ 70,40 | 4) R$ 76,50

Juro simples
Quando falamos de juros, estamos nos referindo a uma determinada quantia em dinheiro a ser paga por
uma pessoa devedora, que necessitou de uma determinada quantia, pedindo emprestado a outra pessoa,
chamada credora, oua uma instituicao de crédito. Existem dois tipos de juros: simples e composto.
Estudaremos os juros simples como sendo aqueles que sdo acrescidos a um determinado capital inicial,
no final da aplicacéo.

Exemplo para dedugao da férmula:
1) Uma pessoa empresta a outra, a juros simples, a quantia de R$ 4.000,00, pelo prazo de 5 meses, a taxa
de 4,5% ao més. Quanto essa pessoa devera pagar de juros?
Capital (c): R$ 4.000,00
4,5 45

Taxa (i): 4,5% ao més = — = —
100 1000
Tempo (t): 5 meses.
Fazendo o calculo, més a més, teremos: R$ 2.999‘% =245=90 (1° més);

ao final do 2° més 180 (90 + 90 180);
do 3° més 270 (180 + 90 = 270);
do 4° més 360 (270 + 90 = 360), e
do 5° més 450 (360 + 90 =450).
No final, a pessoa devedora estara pagando R$ 450,00 de juros.
Por deducao, baseado nos calculos realizados, teremos:
1°més:j=i"C
2°més:j=i"C+i"C
3Fmés:j=i"C+i"C+i C
4°mésj=i'C+i"C+irC+i"C
5°més:j=i'C+i"C+i"C+i'C+i'C
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No final do periodo de empréstimo (t), os juros serdo:i"C+i-C+i"C+i"C+i C
Genericamente: j=i"C+i"C+i'C+i"C+i"C+...+i"C

\ }
|

t

Portanto, a expresséao sera: j =C' i "touj = ci(;(')t
Observacoes:
- a taxa (i) e o tempo (t) deveréo ser expressos na mesma unidade;
- na férmula, a taxa (i) deve ser expressa na forma decimal;
- chamamos de montante (M) a soma do capital com o juro (M = C +j);
- podemos notar que na férmula j = C - i - t sdo apresentadas quatro variaveis. Se trés delas forem
conhecidas, podemos calcular a quarta.
Exemplos:
1) Um aplicador ganhou R$ 2.100,00 de juros simples, no final de 7 meses, a taxa de 24% ao ano. Calcule
o capital aplicado.
j=R$2.100,00
i =24% ao ano
(24 : 12 = 2% ao més)
t =7 meses
c=7?
Como:j=C-i-t
2100=C" 0,027
2.100=0,14-C

2.100

——— =C =R$ 15.000,00

0,14

2) Uma pessoa tem R$ 10.000,00 aplicados a juros simples. A taxa é de 36% ao ano. Calcule o tempo
necessario para que o montante seja de R$ 20.800,00.
C =R$ 10.000,00

i=36% a.a.=0,36

M = R$ 20.800,00

j = R$ 20.800,00 — R$ 10.000,00 =

R$ 10.800,00

t=7?

Como:j=C-i-t

10.800 = 10.000 - 0,36 - t

10.800 = 3.600 " t

10.800 .
2c00 t = 3 anos.(taxa e tempo devem ter a mesma unidade).

3) Um capital de R$ 12.000,00 é aplicado a juros simples durante 150 dias, rendendo juros de R$ 900,00.
Calcule a taxa dessa aplicagao.
C =R$ 12.000,00
t = 150 dias (150 : 30 = 5 meses)
j = R$ 900,00
i=?
Como:j=C-i-t
900 =12.000"i"5
900 =60.000 " t
R 0,015 =1,5 ao més taxa anual (i): 1,512 =18%

60.000
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4) O precgo a vista de um automovel é R$ 25.000,00. A pessoa deseja compra-lo e sé dispde de 30% para
a entrada, financiando os 70% restantes em 18 meses. Determine o valor de cada prestacdo, sabendo que
a taxa de juros simples é de 30% ao ano. Despreze os centavos no calculo.

C = R$ 25.000,00

Entrada: 25.000-% = 7.500
100

Restante: 25.000 — 7.500 = 17.500
= 30% ao ano

t=18 meses (18 : 12 = 1,5 anos)
j=?

Como:j=C-i-t

j=17.500-0,3-1,5

j=7.875

M = 17.500 + 7.875 = 25.375 (montante)

25.375 : 18 = 1.409,00 sera o valor de cada prestagao

5) Um capital de R$ 5.000,00 é aplicado a juros simples. Calcule os juros correspondentes, quando:
a)i=4% a.m. et =8 meses

j=?

C = R$ 5.000,00

i=4% a.m.

t = 8 meses

Como:j=C-i-t

j=5.0000,04"8

j=1.600

Exercicios:
1) Durante quanto tempo deve-se deixar aplicado o capital de R$ 25.000,00, a taxa de 12% ao ano, para
que produza juros de R$ 4.000,007?

2) Qual deve ser o capital aplicado, a juros simples, durante 1 ano e 6 meses, a taxa de 0,15% ao dia, para
que produza juros de R$ 6.723,00?

3) Um capital de R$ 5.000,00 é aplicado a juros simples, a taxa de 4% a.m. durante 8 meses. Calcule os
juros da aplicagéo.

1) 1 ano e 4 meses 2) R$ 8.300,00 3) R$ 1.600,00

Geometria plana

O estudo da geometria plana, também chamada de elementar ou Euclidiana, iniciou na Grécia antiga.
Caracterizou-se pela analise das diferentes formas dos objetos alicercada em trés conceitos basicos ou
primitivos: ponto, reta e plano. O significado etimoldgico da palavra geometria esta em: geo = terra e metria
= medida, descrita entdo como a medida da terra.

Vamos retomar os principais assuntos da geometria plana, os quais ja foram vistos no ensino

fundamental. L
A=L xL

Area das principais figuras planas it L

- Quadrado.Poligono de quatro lados iguais, o quadrado ou quadrilatero é uma e
figura geométrica plana que possui os quatro
angulos congruentes: retos (90°).

A=bxh
h ou
- Reténgulo.Figura geométrica plana marcada por dois lados paralelos no
sentido vertical e os outros dois paralelos, no A=1xc
b
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horizontal. Assim, todos os lados do retangulo formam angulos .
retos (90°). ' A=bxh
- Paralelogramo.Oparalelogramo € uma figura plana que possui h

quatro lados. Ele faz parte dos estudosda geometria plana, sendo l

um quadrilatero cujos lados opostos sao paralelos. :

Em outras palavras, os paralelogramos sao poligonos de quatro
lados opostos congruentes (que possuem a mesma medida),

por exemplo, o quadrado, o losango e o retangulo. «

- Losango.Quadrilatero equilatero, ou seja, formado por
quatro lados iguais, o losango, junto com o quadrado e o

retangulo, é considerado um paralelogramo. d
Ou seja, € um poligono de quatro lados, os quais possuem
lados e angulos opostos congruentes e paralelos.
- Trapézio.Chamado de quadrilatero notavel, pois a somados seus angulos ,
internos corresponde a 360°, o trapézio € uma figura geométrica plana. 'h A=(B+bjxh
Ele possui dois lados e bases paralelas, donde uma é maior e outra menor. = ¢
- Tridngulo.Poligono (figura plana fechada) de trés lados, o triangulo é ' otri lana
formada por trés segmentos de reta. B
Quanto a forma, séo classificados em:
- tridangulo equilatero: possui todos os lados e angulos internos iguais (60°);
- tridngulo isdsceles: possui dois lados e dois &ngulos internos congruentes;
- triAngulo escaleno: possui todos os lados e angulos internos diferentes.
A
Tridngulo b
" . equildtero £ 4 - 13
h 4 «
. £ ‘7 a
- : : £ medida do lado A :%b o
A=bxhouA=Dbxc
C 2 2
- Circulo.Figura geométrica plana caracterizada pelo conjunto de todos os pontos de um plano. O raio
(r) do circulo corresponde a medida da distancia entre o centro da figura até sua extremidade.
f = R2Z
| R A=xR I:' ‘ .
\.‘ .;’
\\\‘_ ,-/'/ Coroa circular
o S ~
BB g i
Exemplos:
1) Determinar a area de um quadrado cujo lado mede 3,2 cm.
A=LxL
A=32x32
A =10,24 cm®
32
2) A area de um retangulo é 40 cm®e sua base mede 6 cm. Determinar a altura do retangulo.
A=bxh=40=8 h=
40 h A= 40cm?
h= - h=5cm
§cm
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3) Um retangulo tem 24 cm? de area e 20 cm de perimetro. Determine suas dimensdes.
A=b'h:A=y'X$24=y'X Perimetro = soma dos lados:

2x+2y=20
P=2x+2y =20=2x+2y

x A= 24cm?

Sistema do 1° grau com duas variaveis: v
2x+2y=20=x+y=10=x=10-y

Substitui na 12 equacgao:

24=y (10 —y) = 24 = 10y — y*

Equagao do 2° grau: y* — 10y + 24 =0
A=b*—4ac=A=(-10°-4"1"24=A=100-96 =>A=4

Aplicando Bhaskara:

_ —(-10)+ V& _10+2
T S R

y = %=> y'=6cm

y' = §=> y’=4.cm

Sendoy=6o0ouy=4

24=y'x=>24=6'x=>2—64=x=4cm

24=y-x=>24=4-x=>%=x=6cm

4) Uma das bases de umtrapézio excede a outra de 4 cm. Determinar as medidas das bases desse

trapézio sendo 40 cm? a area do trapézio e 5 cm a altura.

A= (B +2b).h:> 40 = [(x+4)2+x)]. 5

2x+4].5 10x +20
Qﬁ 40 = —=—

-

40 =
80 = 10x + 20 = 80 — 20 = 10x =

60 = 10x :% =X = 6 cm, entao:

x+4=6+4=10cm

X=6cm

5) O perimetro de um losango é de 60 cm. Calcule a medida de sua area, sabendo que a diagonal maior

vale o triplo da menor. D
D =3x
d=x \
P =60cm :
B d

60 : 4 =15 cm cada lado

Aplicando Teorema de Pitagoras: Perimetro = 60 cm
3
a’=Db’+c’= 15°= (7")2 + (§)2=>
10x2

205= 9% + "Tz=> 225 = 12900 = 10x*=> 90 = x*= x = /0
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Aplicando a féormula da area:

A=l A= 2P0V A =20 = 135 om?
6) Calcular a medida da base de um paralelogramo sabendo que sua area é 60 cm? e sua altura mede 4
cm. —

A=b.h=>60=b.4=>64—0=b=>
b=15cm

~  a . 8
7) A razado entre a base e a altura de um tridngulo é = Sendo 52 cm & soma da base com a altura,
determine a area do triangulo.

~ .b_8 _ _8h
Razao.g—§=>5b—8h=>b—?

b+h=52=>8?h+h=52=>8h+5h=260=>13h=260=>h=%=>h=20cm

b=%=>b=%=>b=320m
Entao:
A=%=>A=32'2°=>A=320cm2

8) Determine a area de um circulo sabendo que o comprimento de sua circunferéncia € igual a 8 = cm.

Como comprimento de uma circunféncia é C = 2mr, temos:
81
8n=2nr=>z=r=>r=4cm.
Sabendo que a area do circulo é A = mir?, temos:
A =m4*= A =161 cm?
9) Determine a area da coroa determinanda por duas circunferéncias concéntricas de raios 15 cme 12 cm.

A=t (RP-r) = A=1(15-12°) = A=1 (225 - 144) = A = w81 =A = 81t cm?
‘

10) Calcular a area do setor circular, sabendo que raio € 4 cm e o a = 30°. (use m = 3,14).

— —_A
2 2 o /
. r2. o 3,14. 4%, 30 /
A= S>A1 = / 3
360° 3600 fi \ x
[ 309,
3,14. 16 50,24 [ o g
A= A=22 A =418 cm? sem |
12 12 \ /

N

Exercicios:
1) (UFPE) A figura representa um rio cujas margens sao retas paralelas.

N A ™
Qual a distancia entre as margens? Six #

e N i\
\\./

p—l
v (IR & O R A
T % i At

4
; ki I
‘
: :
b e o 5
32m ‘ 8m

2) (UFPE) Considere um triangulo equilatero de lado £ como na figflfJira. Unindo-se os
pontos médios dos seus lados obtemos 4 (quatro) novos tridngulos. O perimetro de
qualquer um desses quatro tridngulos é igual a:

A)%“’
B) ¢
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3) Em um trapézio retangulo, o menor angulo mede 35°. O maior &ngulo desse poligono mede:
A) 155° B) 150° C) 145° D) 142° E) 140°

4) (Vunesp) A area de um triangulo retangulo é 12 dm®. Se um dos catetos é % do outro, calcule a medida
da hipotenusa desse triangulo.

5) (FEI-SP) Na figura, o valor de x* + y* é:
A) 18
B) 24
C) 36
D) 44
E) 54

6) (Fuvest) A sombra de um poste vertical, projetada pelo sol sobre o chao plano, mede 12 m. Nesse
mesmo instante, a sombra de um bastao vertical de 1 m de altura mede 0,6 m. A altura do poste é:
A)Bm B)7,2m C)12m D)20m E)72m

7) Na figura, qual é a area do quadrado menor:

A)5 - .
B) 6 :
C)7 : 2
D)8 - =
E)9

8) Um campo retangular tem comprimento igual ao dobro da largura e é cercado por uma cerca de x
metros. Podemos afirmar que a area dessecampo é:

A B) 2x2 0% D)= E) 2

9) A area do semicirculo da figura é:
A) 21
B)Z

2

C)zm

D) %TT
E)m

10) A area da figura sombreada, em cm?, é:
A) 100

B) 25(1T — 2)
C) 1001
D) 25
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E) 25m

1)256m |2)E| 3)C | 4)2yi3dm |5)D|[6)D|[7)A[8)D|9)B[10)B

Exercicios:
1) Determine o niumero de vértices de um poliedro convexo de 12 faces e 30 arestas.

2) Determine o numero de vértices e arestas de um poliedro convexo de 9 faces, das quais 4 sao
triangulares e 5 sdo quadrangulares.

3) Determine o numero de faces de um poliedro convexo de 6 vértices. Sabe-se que de cada vértice
partem 4 arestas.

4) Determine o numero de vértices de um poliedro convexo formado por 92 faces, sendo 12 faces
pentagonais e 80 faces triangulares.

5) Num poliedro convexo de 10 arestas, o numero de faces € igual ao numero de vértices. Quantas faces
tem esse poliedro?

6) (UFPA) Num poliedro convexo, o numero de faces € 6 e 0 numero de vértices € 8. Entdo o numero de
arestas é:
A)8 B) 11 C)12 D) 13 E) 14

1)20] 2)V=0A=16 |3)8 |4)60]|5)6 | 6)C

Geometria espacial

E definida como um espago com trés dimensdes, tendo como objetivo analisar as figuras
tridimensionais e, por meio delas, calcular o volume de um sélido.

Vamos analisar as principais figuras geométricas calculando suas areas e volumes.

Prismas
Prisma € a regido do espaco limitada por todos os segmentos congruentes ao segmento PQ e paralelos

a area r, com extremidade no poligono C e no plano 8.
o
Q x
7
/

Elementos de um prisma: A
K

c’
>
/f Q5 //Q5
/ /
7 7

- base: sao os poligonos Ce C’.

- altura: é a distancia h entre os planos a e .

- aresta da base: sao os lados do poligono Ce C'.
EmC: P'P/,P'P;, ...
EmC:Q'Q},Q'Q, ...

- arestas laterais: sdo os segmentos P'Q’, P/ Q1, ...

- faces lateriais: sdo os paralelogramos P’Q’'Q;P{, P{Q1Q5P5, ...
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Area de um prisma

Ss

[ I ] I [
Area lateral S,

Ss

Area da base (Sg): corresponde a area do poligono da base.

Area lateral (S.): é a soma das areas das faces laterais.

Area total (S1): é a soma da area lateral com a area ases, assim temos: St= 2Sg + S
Volume do prisma '

O volume de qualquer prisma é dado por:

Onde:

Sg = area da base; eh € a altura. %
Entdao:V=Sg h
Paralelepipedos

Todos os prismas cujas faces sao paralelogramos sdo denominados papalelepipedos.

G

%} -3 H

+Diagonal

A a D
Volume:V=a 'b'c

Area total: St= 2ab + 2ac + 2bc ou
S1=2(ab + bc +bc)

Diagonal: é a distancia entre dois vértices de faces distintas, representada na figura pelos tridangulos ABD e
DBF. Quando aplicado o teorema de Pitagoras nos dois triangulos, temos que:

d=ya?+ b2+ c?

Cubo

\d a

e - + Diagona
Tem as seis faces quadradas. '

Volume: V = a°
Area total: S;= 6 a2

Diagonal: como as arestas sdo iguais, entdo: d =\/a2 + a2 + a2=d =V3a?=d = aV3
Cilindros

E a regido do espaco limitado pelos segmentos

/’f
i N
— - i h
congruentes ao segmento PQ e paralelos a reta r, com g 4
extremidades no poligono C e no plano .

oy iR '

Elementos de um cilindro:

- eixo: é o segmento 00’, cujas extremidades sdo os centros dos circulos;
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- altura (h): é a distancia entre os planos que contém as bases;

- geratriz (g): sao os segmentosparalelos a diregéo da reta r, cujos extremos estao na circunferéncia.
Area de um cilindro

A planificagao de um cilindro reto de base com raio R e altura h, pode ser visto na figura:
- 4rea da base: é a area do circulo de raio R, expressa por:Sg=TR?
- area lateral: é a area do retangulo de lados 21TR € h, expressa por:S, = 2mwRh
- area total: é a soma das areas da base e a area lateral, expressa por:St = 2wR(R + h)
Volume de um cilindro

Num cilindro qualquer, de raio R e altura h, o volume é expresso por:V = 2wR*h

Sr=1mR" (R+g)

Exercicios:
1) Um prisma reto retangular tem a sua diagonal medindo 4 e os lados da base, 2 e 3. Calcular as suas
areas lateral e total.

2) Um prisma hexagonal reto regular tem a sua base inscrita em um circulo de area 9m. A sua maior
diagonal mede 8. Calcular o seu volume.

A) 227
B) 2127
C) 277
D) 27 V21
E) 29 V21

hexagono da base

3) Um prisma quadrangular regular tem aresta da base a = 5 dm e altura h = 10 dm. Determine o seu
volume.

4) No paralelepipedo reto-retangulo de dimensdes a, b e ¢, a diagonal BD' é dada pela férmula:
A) Va? + b? +c? D, c
B) yaZ —b? — ¢? i "
C)VaZ+bZ— 2 L
D) VaZ —bZ ¥ ¢ b

E) vV2aZ — 2b2 — 2¢2 : . B

5) Determine a medida da diagonal de um paralelepipedo retadngulo cujas arestas medem 2 cm, 7 cm e 3
cm.

6) As medidas internas de uma caixad’aguaem forma de paralelepipedo retadngulo sdo: 1,2 m, 1,0 me 0,7
m. Sua capacidade é de:

A) 8 400 litros B) 84 litros C) 840 litros D) 8,4 litros E) 0,84 litros

7) Determine a medida da diagonal de um cubo de 5 cm de aresta.

8) Determine o volume de um cubo que tem 96 m? de &rea total.
9) O numero que expressa a area total de um cubo, em cm?, é 0 mesmo que expressa seu volume, em

cm®. Qual o comprimento, em cm, de cada uma das arestas desse cubo?
A)9 B) 6 C)4 D) 2 E)1
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10) Calcular a medida da diagonale a area total de um cubo, cuja soma das medidas das arestas vale 30
cm.

11) Aumentando-se a medida da diagonal de um cubo em 5 cm, a sua area total aumentara de 110 cm?.
Determinar a medida de sua diagonal.

12) Uma piramide regular de base quadrada possui aresta da base a = 6 cm e aresta lateral a_ = v34 cm.
Determine sua area total e seu volume.

13) Qual o volume de uma piramide regular de altura igual a 2v/3 dm e base triangular de perimetro 6 dm?

14) Operimetro da base de uma piramide hexagonal regular € 24 m, e a altura, 6 m. O volume dessa
pirdmide mede:

A) 123 m® B) 26v3 m® C)39vV3 m® D) 48v3 m® E) 60v3 m®

15) Uma piramide regular, cuja base é um quadrado de diagonal 6v/6 cm e a altura é igual a g do lado da
base, tem area total igual a:

A)96v3cm?  B)252cm? C)288cm? D)84+v3cm? E)576 cm?

16) Calcule a area total e o volume de umcilindro que tem raio da baser=1 cm e altura h =2 cm.

17) Determine a area total de um cilindro equilatero que possui volume igual a 1281 cm®.
18) Calcular a area lateral, a area total e o volume de um cilindro equilatero de raio igual a r.

19) Determinar o volume de um cilindro reto, sabendo que a area de sua base é igual a sua area lateral, e
a altura igual a 12 m.

20) O volume de um cone circular reto é 271 dm® e a altura é 9 dm. O raio da base é:
A) 4 dm B) 9 dm C)2dm D) 5dm E)3dm

21) Uma ampulheta pode ser considerada como formada por 2 cones retos idénticos, unidos pelo vértice,

inscritos em um cilindro reto. A razao entre o volume de um dos cones e o volume do cilindro é:
1 1 1 1

1
A)3 B)3 C): D) ¢ E)3
22) O circulo maximo de uma esfera mede 61 cm. Qual o volume da esfera?

A) 121 cm?® B) 241 cm® C) 36T cm® D) 72 cm?® E) 1441 cm?®

23) Uma esfera de volume 361 esta inscrita em um cilindro de volume igual a:
A) 91T B) 181 C) 24m D) 541 E) 60

24) Determinar o volume de uma esfera cuja area da superficie mede 361 m>.

25) O raio de uma esfera mede 4 cm. Determine o raio de uma outra esfera cuja area da superficie
esférica seja o triplo da primeira.

26) Um cone reto de 64 cm de altura esté inscrito em uma esfera de 50 cm de raio. O raio da base do cone
€, emcm:

A) 50 B) 48 C) 32 D) 64 E) 86
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3)
1) AL=10V3 2)D s 4)A 5Yd=+62cm | 6)C 7)d = 5v/3 cm
V =250 dm
Ar=10V3 + 12
8)V = 64 m’ 9)B 10)d=52—‘/§ 11) d =3 cm 12) Ar=96 cm® | 13)D 14) D
_ 3
Ar = 37,5 cm? V=48 cm
) 18) AL = 41’
15) C 16)Ar = 61T cm , , .| 20)E 21)D
3 17)A = 9611 cm Ar = 6TIr 19)V=6912m
V =2mcm 3
V = 2mr
22)C 23)D 24)V = 36mcm® 26)B
25)R =4y/3 cm

Geometria analitica

A relacdo entre a algebra e a geometria desenvolvida por Descartes, no século XVII, possibilitou a
criacdo de principios matematicos capazes de analisar por métodos geométricos as propriedades do
ponto, da reta e da circunferéncia, determinando distadncias entre eles, localizagdo e pontos de

coordenadas.

Sistema cartesiano ortogonal

Ja foi visto anteriormente que o sistema cartesiano orotogonal € formado por duas retas
perpendiculares, x na horizontal e y na vertical, no ponto de origem O, determinando o plano «a, ficando
determinado os quatro quadrantes numerados no sentido anti-horario.

Segundo quadrante

(-4

Primeiro quadrante

+, +)

3
-

C-0-0

Terceiro quadrante

L+,

Quarto quadrante

Existe uma correpondéncia biunivoca entre os pontos de um plano e os pares de numeros reais (a; b).
Portanto, todo par ordenado de niumeros reais corresponde a um ponto Pno plano cartesiano.

v A
e ) “i] 77777 & Pla: b)
Ordenada i
do ponto
|
B ]
0] = x
3 Abscissa

Distancia entre dois pontos

{a; by < (R x R)

do ponto

Sendo A(x1; y1) € B(xz; y») dois pontos do plano cartesiano, podemos
observar que a distancia entre B e C é igual a diferenga entre y, e y; € que
a distancia entre A e C é a diferenga entre x, e x4, ou seja:

dsc = Y2 — Y1 € dac = Xo — Xy
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Utilizando o teorema de Pitagoras no tridngulo ABC, obtemos:
dip = dic + d§c=
dig = (x2 — x1)* + (y2 — y1 )%, assim, podemos expressar a distancia entre
dois pontos como sendo:

dap=y (X2 — X1)2 + (y2 — y1)?
Ponto médio de um segmento de reta

Sendo A e B dois pontos e M o ponto que divide AB ao meio. ﬂ‘
Observando na figura temos AM=MB, assim:r = % =1.
Entdo, se: Xy — Xa = Xg — Xu =
2Xm = Xa + Xg, teremos:

_xa+ xp ‘
Xu —2 ; N
Se yM_YA=YB—YM=> 0 Xa Xm Xg x
2ym = Ya + Yg, teremos:
_Yat ¥s
yw =222

Portanto: Py, = (Xum; Ym)
Estudo da reta

Comecamos nosso estudo denominando o coeficiente angular de uma reta r ao numero real m, igual a
tangente trigonométrica do &ngulo «, assim:m = tg a
YA r

T[

0 / -5

onde a ¢é ainclinagao da reta r, medida a partir do eixo Ox, no sentido anti-horario.
Exemplos:

vA r v r
! 120°
‘\am |

o x o

- 3
= 30° — =
g5 i - mi=1Rer = ¥

Ed

I «@ 30° 45° 60°

o x 0‘ | x 3
t L, 1 3

m = 1g D° m =0 rn:thO"— i 3

Com o auxilio da tabela, calcule o coeficiente angular das retas r e s, nos seguintes casos:

a)m=tga=>ms=tg30°=—\/§
m, =tg a= m, =1g 45° = 1

b)m=tg a= m,=tg45°=-1
mr=tga=ms=tg30°=\F

3
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Coeficiente angular de uma reta quando se conhecem dois de seus pontos
Demonstracao no plano cartesiano, quando: 74 a "

- temos uma reta r; = ””

- temos dois pontos A e B que pertencem a r. ;

s e LA S A

Podemos observar na figura que o triangulo A ABC é retangulo em C.

BC ,
Comotg a = =, porém,

BC =Yg — ya € AC = Xg — X, portanto:m = tga = 2224
XB — X4
Exemplo: calcule o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos A(3; 2) e B(1; 4).
m=tga=2"M—om=22 0 m=_25m=-1
XBp— X4y 1-3

v A

Equacao da reta
A equacdo dareta é do tipo: ax+by+c =0 S

onde a, b e ¢ sdo numeros reais, sendo que a e b ndo simultameamente nulos.
A equacéo da reta podera ser obtida se observadas as seguintes condigdes:

- Quando dado o coeficiente angular dessa reta e um ponto que a ela pertence.
Seja A(Xo; Yo) um ponto da reta e considerando P(x; y) um outro

ponto dessa mesma reta, temos:

¥

tga = @ﬁ m= Y=Yo
X — X9 X — X
Portanto,y — yo= m(x — X)
Exemplo: determine a equacao da reta r que passa pelo ponto (2; 5) e cujo
coeficiente angular é — 2.
Y—Yo=M'(X—X) =y-5=-2"(Xx—-2) =2y-5=-2Xx+4=
y+2x—-5-4=2x+y-9=0

- Quando passa por dois pontos pertencentes a reta.
Exemplo: obtenha a equagéao da reta que passa pelos pontos A(1; 1) e B(6; 5).

x y 1 x y 1x vy
1 1 11=0=|1 1 1|1 1‘=0=>
6 5 1 6 5 1ll6 5

x1"1+y1'6+1°15-116-x15-y " 11=0=
X+06y+5-6-5x—y=0=-4x+5y-1=0=4x-5y+1=0

Coeficiente linear da reta

Chamamos coeficiente linear da reta r a ordenada n do ponto onde a reta corta o eixo y.
Exemplo: dada a equacao x — 3y = 6, determine o coeficiente linear.

x — 3y =6, sendo x = 0, teremos: 0—3y=6=>y=_ig=>y=—2
Equacao geral da reta
A equacgao geral da reta é colocada na forma ax + by + ¢ = 0, com a e b nao simultaneamente nulos.
Podemos analisa-la de duas maneiras:
-Quandoa=0eb #0.
Tomando a = 0 na equagéao geral, teremos by + ¢ = 0, logo: by = —c¢c =y= —%
O grafico da reta sera uma paralela ao eixo x.
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X‘r

Exemplo: dada a equagao 2y — 6 = 0, temos:2y = 6 =y = 3.
-Quandoa#0eb=0.
Sendo b = 0 na equacao geral, teremos ax + ¢ =0, logo: ax=—-c =x = —§

O grafico obtido da reta sera uma paralela ao eixo y.
¥

) J

o[ ]4
Exemplo: dada a equacao 3x — 12 = 0, temos: 3x = 12 =x = 4.

Equacao reduzida da reta
Sendo P(0; n) o ponto em que a reta rintercepta o eixo y, € m o coeficiente angular.

r Y
\\\*T P(O; n)

n \‘\ o
0 ’ x

Na equagao da reta y — yo = m(X — Xp), substituindo xo=0 e y, = n, teremos:;y —n=m(x — 0) =y —n =
mx=y=mx+n

Exemplos:

1) Dados m = — 1 e n = 3, coeficientes angular e linear, respectivamente, da reta. Escrever a equgagéo
reduzidadaretay=mx+n=>y=-1x+3=y=—-x+3.

2) Dados os pontos A(- 2 ; — 4) e B(1; — 1) da reta, encontre a equagao reduzida da reta.

x y 1] x y
-2 —4 1||-2 —4‘=0=>—4x+y+2+4+x+2y=>—3x+3y+6=0:(3)=>
1 -1 111 -1

—-X+ty+2=>y=x-2

3) Dados o coeficiente angular m = % e o ponto (2; — 3) da reta, escreva a equacao reduzida da reta.

Y=Yo=m (x=x) =y-(-3)=5(x-2) =y+3=] —1=y=7-1-3=y=7-4
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